
Geometria oltre Euclide
dall’Ottica di Euclide alla Geometria Proiettiva

Francesco Bastianelli

16 Aprile 2024

Dipartimento di Matematica
Università degli Studi di Bari ‟Aldo Moro”



‟Due rette parallele si incontrano all’infinito.”



Euclide (≈300 a.C.) Gli Elementi



gli Elementi: i postulati

1. Un segmento di linea retta può essere disegnato unendo due punti 
arbitrari

2. Un segmento di linea retta può essere esteso indefinitamente in una 
linea retta

3. Dato un segmento di linea retta, un cerchio può essere disegnato usando 
il segmento come raggio ed uno dei suoi estremi come centro

4. Tutti gli angoli retti sono congruenti tra loro
5. Se due linee sono disegnate in modo da intersecarne una terza in modo 

che la somma degli angoli interni, da un lato, sia minore di due angoli 
retti, allora le due linee si intersecheranno tra loro dallo stesso lato se 
sufficientemente prolungate.



gli Elementi: costruzioni con riga e compasso

I primi 4 postulati forniscono 
le premesse necessarie 
affinchè sia possibile 
utilizzare la riga ed il 
compasso, studiando le 
costruzioni che si possono 
eseguire mediante questi due 
strumenti. 



gli Elementi: costruzioni con riga e compasso

Alcuni problemi classici riguardanti la costruibilità con riga e compasso sono:
• Bisezione dell’angolo: è possibile dividere a metà un angolo di ampiezza 

assegnata?
• Trisezione dell’angolo: è possibile dividere in tre parti uguali un angolo di 

ampiezza assegnata?
• Duplicazione del quadrato: è possibile costruire un quadrato avente area 

doppia rispetto a quella di un quadrato assegnato?
• Duplicazione del cubo: è possibile costruire un cubo avente volume doppio 

rispetto a quello di un cubo assegnato?
• Quadratura del cerchio: è possibile costruire un quadrato avente la stessa 

area di un cerchio assegnato?



gli Elementi: il postulato delle parallele  

Se due linee sono disegnate in modo da 
intersecarne una terza in modo che la somma 
degli angoli interni, da un lato, sia minore di 
due angoli retti, allora le due linee si 
intersecheranno tra loro dallo stesso lato se 
sufficientemente prolungate.

Dati una linea retta r ed un punto 
P non appartenente ad r, esiste 
un’unica linea retta passante per 
P che non incontra r.



gli Elementi: il postulato delle parallele 

Inizialmente, in molti provarono invano a dimostrare il V postulato 
come conseguenza dei quattro precedenti. 
L’indipendenza del V postulato dai quattro precedenti venne 
dimostrata nella seconda metà del 1800, presentando esempi espliciti 
di geometrie, dette non euclidee, soddisfacenti tutti i postulati ad 
eccezione dell’ultimo.
Il piano proiettivo reale rappresenta anch’esso una geometria non 
euclidea in quanto, come vedremo, due rette qualsiasi nel piano 
proiettivo hanno sempre un punto in comune (non esistono rette 
parallele). 



l’Ottica: le premesse

1. I segmenti rettilinei tracciati a partire dall’occhio (detti raggi visuali) si possono 
estendere indefinitamente

2. La figura formata dai raggi visuali è un cono avente vertice nell’occhio e base 
sui contorni delle cose viste

3. Si vedono quelle cose sulle quali incidono i raggi visuali, mentre non si vedono 
quelle sulle quali i raggi visuali non incidono

4. Le cose viste sotto angoli più grandi appaiono più grandi, quelle viste sotto 
angoli più piccoli più piccole, e uguali quelle viste sotto angoli uguali

5. Le cose viste sotto raggi più alti appaiono più in alto, quelle viste sotto raggi più 
bassi appaiono più in basso

6. Le cose viste sotto raggi più a destra appaiono più a destra, quelle viste sotto 
raggi più a sinistra appaiono più a sinistra

7. Le cose viste sotto un maggior numero di angoli appaiono con miglior 
risoluzione









Santa Maria presso San Satiro



l’Ottica di Euclide
Le proposizioni nell’Ottica di Euclide vengono dedotte usando 
principalmente argomenti di geometria piana, con lo scopo di 
enunciare con rigore matematico dei fatti che risultano evidenti 
dall’esperienza.

Proposizione VI. Segmenti paralleli visti da lontano appaiono non 
paralleli. 
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3. Segmenti paralleli e difficoltà cognitive

Una delle regole base della prospettiva è che segmenti paralleli (due o più seg-
menti) vengono visti convergere verso uno stesso punto infinitamente lonta-
no, il quale però, sul quadro, dove la profondità è schiacciata nelle due dimen-
sioni, si rappresenta con un punto “al finito”. Questa proprietà della geometria
della visione darà origine, nel modello matematico formale, ai punti all’infini-
to, nei quali s’incontrano le rette tra loro parallele. Nel caso particolare in cui
le linee parallele siano ortogonali al quadro (linee dette anche “di profondità”)
esse si vedono convergere verso un punto che sul quadro è rappresentato dalla
proiezione ortogonale dell’occhio - punto noto col nome di “punto di fuga
principale” - chiamato punto “centrico” da Alberti. Nell’Ottica di Euclide la
visione di segmenti o rette parallele viene affrontata nel seguente teorema:

Teorema 6
Segmenti paralleli visti da lontano appaiono non paralleli.

La dimostrazione dell’apparente convergenza di segmenti paralleli presente
nel teorema 6 è molto importante perché il procedimento seguito permette di
ritrovare le prime tracce di quello che poi sarà chiamato punto di fuga. Qui l’i-
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!Figura 1 Affresco
nella Stanza delle
maschere al Palatino
a Roma (50 a.C. ca)

"Figura 2 La misura degli angoli visivi che sottendono i segmenti di distanza, da un
certo punto in poi tende a zero
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Lucrezio, De rerum natura (I secolo a.C.)

“Un portico benché abbia profilo costante,
e appoggi completamente su uguali colonne,
se si vede da una parte finale in tutta la sua 
lunghezza,
poco a poco si stringe nella punta di un cono 
sottile
congiungendo tetto e suolo, tutto ciò che sta a 
destra e a sinistra,
fino a terminare nella punta oscura di un cono.”



la Prospettiva

Leon Battista Alberti (1404-1472)
“De Pictura”

Piero della Francesca (1416-1492)
“De Prospectiva Pingendi”

Albrecht Dürer (1471-1528)



il velo di Leon Battista Alberti

Capitolo 4 • Dalla geometria della visione alla trasformazione prospettica

dato che i triangoli che intervengono nelle proiezioni ortogonali sono simili
tra loro. In termini di coordinate abbiamo

x’ = lx , y ‘= ly , t’ = lt.

Punti dello stesso raggio visivo hanno le coordinate proporzionali e viceversa.
Le coordinate dei punti di un raggio visivo sono dunque gli elementi della
classe [x,y,yy t], la classe cioè di tutte le terne multiple, secondo un numero l non
nullo, di x,y,t. Queste terne, che sono definite a meno di un fattore di propor-
zionalità, si chiamano coordinate omogenee del raggio che contiene (x,y,t)yy . Per
esempio i punti dello spazio di coordinate (0,1,1) o (0,2,2) o (0,a,a) stanno tutti
sul piano di profondità a diverse distanze dall’occhio, ma tutti sullo stesso rag-
gio: quello del piano di profonff dità che formaff un angolo di 45° con la retta t.
Tale raggio ha come coordinate omogenee

[0,1,1] = [0,2,2] = [0,a,a].

7. Punti all’infinito

La considerazione dei raggi di fuga, dei punti di fuga e dei corrispondenti
punti all’infinito nasce quando si cerca di far corrispondere ai raggi visivi i
punti di un piano. Un piano, che non contenga l’occhio, interseca in generale
un raggio visivo in un punto e in questo modo possiamo proiettare sul piano
i punti che vediamo al di là, senza modificare la loro apparenza: muoviamo,
per così dire, il punto P che stiamo guardando, sul suo raggio visivo OP fino a
portarlo in un punto P’ del piano.

In questo modo P e P’, essendo sullo stesso raggio visivo, vengono visti da O
nello stesso modo. Facendo questo per ogni punto di una data figura che si
estenda in profondità al di là del piano, riusciamo a schiacciare la figuff ra sul
piano in modo che sia vista da O esattamente come è vista la figura di parten-
za. Su questa semplice idea si basa la prospettiva greca e quella rinascimenta-
le. Il piano sul quale avvvv iene la rappresentazione pittorica verrà chiamato da
Piero della Francesca “il termine che è intra l’ochio e la cosa veduta dove se
intende ponere le cose”.

La cosa interessante da capire è come si rappresenta sul quadro un punto P
che si allontani dall’occhio, per esempio, lungo una retta r.
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Piero della FrancescaCapitolo 5 • L’oLL mologia e Piero della Francesca

Con software di geometria dinamica sarà possibile definireff una macro omolo-
gia di Piero della Francesca che, a partire dal quadrato e dal trapezio, restituirà
per ogni punto il suo omologo.

Piero della Francesca nei suoi tre libri del De Prospectiva Pingendi applica
la teoria per risolvere una serie di problemi pratici via via più complessi, il
tutto improntato a un rigore matematico che fa distinguere Piero della
Francesca rispetto all’empirico Alberti.

Le proprietà dell’omologia di Piero della Francesca consentono inoltre la
cosiddetta restituzione prospettica, ovvervv o la ricostruzione della vera forma
della scena rappresentata. Si tratta di operare in modo inverso rispetto a quel-
lo del pittore cioè di ricostruire lo spazio che ha suggerito la scena all’artista.

Un’interessante restituzione prospettica si può osservare nella sezione
della Mostra Matemilano (http://mat temilano.mat.unimi.it).
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!Figura 5 A sinistra: Piero della Francesca, Flagellazione di Cristo, 1459 ca, Galleria
Nazionale delle Marche, Urbino. A destra: studio prospettico della FlagellazioneFF in [2]

!Figura 6 De Prospectiva Pingendi in [2], Libro II, 9, Libro II, 11
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Piero della Francesca, 
“Flagellazione di Cristo” (1459).
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Osserviamo intanto che la corrispondenza ottenuta in questo modo a partire
da una proiezione centrale di un piano nell’altro, e ruotando uno dei due piani
fino a farlo sovrapporre all’altro ha le seguenti caratteristiche che si possono
intuire da un’osservazione attenta di questa costruzione:

• punti allineati si trasformano in punti allineati;
• i punti della linea di terra coincidono con il proprio corrispondente e sono

quindi punti fissi della trasformazione;
• rette corrispondenti s’incontrano in un punto fisso sulla linea di terra, in

particolare rette parallele alla linea di terra (che la incontrano quindi all’in-
finito) si trasformano in rette parallele alla linea di terra;

• punti corrispondenti sono allineati con il punto V.

Chiameremo questa corrispondenza omologia di centro V e asse la linea di terra.

5. L’omologia nella matematica di oggi

Da un punto di vista formale l’omologia può essere definita e studiata nel con-
testo della geometria proiettiva. Chiameremo piano proiettivo il piano eucli-
deo completato con i punti della retta all’infinito. I punti all’infinito del piano
proiettivo si dicono anche punti impropri, la retta all’infinito si dice anche
retta impropria.

Dati due piani proiettivi a e b, definiamo trasformazione proiettiva, o proiet-
tività, di a in b ogni corrispondenza biunivoca che conservi l’allineamento.

Una proiettività di un piano proiettivo in sé si dice omologia se ha una retta di
punti fissi, detta asse dell’omologia, e un punto fisso, detto centro dell’omologia.

Se il centro appartiene all’asse l’omologia è detta speciale.
Vediamo ora alcune proprietà dell’omologia che verranno utilizzate nelle

esercitazioni al computer che si trovano nel CD e che sono servite per costrui-
re la Barra dell’omologia, Capitolo V/Schede/Barra dell’omologia, con un
software di geometria dinamica come Cabri o Geogebra.
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!Figura 2 Illustrazioni da
De Prospectiva Pingendi
di Piero della Francesca in [2],
Libro I, 15 e Libro I,17

I due principi fondamentali per gli artisti 
rinascimentali sono:

• una linea retta vista in prospettiva resta una 
linea retta;

• Le rette che nella realtà sono tra loro parallele, 
in prospettiva restano parallele, oppure 
convergono ad un punto, detto punto di fuga.



Il punto di fuga
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Ciò che accade è che i raggi visiviii OP, man mano che P si allontana, si avvvv icinano
sempre più al raggio OF.FF La retta OF è l’unica retta (per il V postulato di Euclide)
che passa per O, parallela alla retta r. Le immagini sul piano del quadro dei punti
P di r sono punti allineati P’ che si avvivv cinano sempre più al punto C, il punto nel
quale il raggio OF incontra il quadro.Al raggio OF, a cui tendono i raggi visiviii che
percorrono la retta r,rr abbiamo dato il nome di ragggg io di fugagg della retta r,rr mentre
il punto C a cui tendono i punti P’ corrispondenti dei punti P di r,rr si chiama punto
di fugau della retta r. La corrispondenza tra i punti della retta r e le loro immagini
sul piano del quadro divii enta biunivoii ca se aggiungiamo alla retta r un nuovo
“punto” che pensiamo infiniff tamente lontano che sia il corrispondente di C. Tale
punto si chiama il punto all’infiff nito della retta r.Ogni retta ha dunque il suo punto
all’infinitoff . Ma la cosa molto interessante è che due rette parallele r e r’r hanno lo
stesso punto all’infinito dato che hanno lo stesso raggio di fuga e quindi, sul qua-
dro, lo stesso punto di fuga cui deve corrispondere un unico punto all’infinito.
Questo fattoff si vede foff rmalmente senza fatiff ca ricorrendo alla transitività della
relazione di parallelismo. Se infaff taa ti OF è il raggio di fuga di r,rr OF è la sola retta per
O parallela a r,rr ma r è parallela a r’r e quindi OF è anche parallela a r’,r poiché que-
sta parallela è unica, essa è il raggio di fuga anche di r’r . TutTT to questo, che riesce
faciff le da capire dal punto di vista formaleff , è il punto concettuale più importante
che lega il passaggio dalla geometria della visione alla prospettiva. Si tratta di idee
molto profonde e tutt’altro che banali sostanzialmente già implicite nella tratta-
zione euclidea, ma mal comprese fino alla rivoluzione desarguesiana.

La considerazione del punto di fuga,ff anche se non foff rmalizzata, è molto
antica. Scrive Lucrezio (I sec. a.C.) nel De rerum natura:

Un portico benché abbia profilo costante,
e appoggi completamente su uguali colonne,
se si vede da una parte finff ale in tutta la sua lunghezza,
poco a poco si stringe nella punta di un cono sottile
congiungendo tetto e suolo, tutto ciò che sta a destra e a sinistra,
finff o a terminare nella punta oscura di un cono. [13]

In questi versi si ritrovano i teoremi 10,11,12 dell’Ottica di Euclide che rias-
sunti in un solo enunciato dicono:

Teorema 10-11-12
Tra i piani che giacciono sotto l’occhio quelli più lontani appaiono più in alto,
tra i piani che stanno sopra l’occhio i più lontani appaiono più in basso, tra i
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Nella scena pittorica, tutte le rette che nella realtà sono parallele ad una 
data retta r (non parallela alla base del quadro) convergono ad un unico 
punto, il loro punto di fuga. Tale punto è il punto C di intersezione tra il 
piano del quadro ed il raggio visuale parallelo ad r.

Al tendere del punto P all’infinito, il raggio visuale OP si avvicina al raggio 
OF ed il punto P’ di intersezione tra il raggio visuale OP ed il piano del 
quadro tende a C. 



Tassellazioni del piano
5

Perspective

PREVIEW

Euclid’s geometry concerns figures that can be drawn with straight-
edge and compass, even though many of its theorems are about
straight lines alone. Are there any interesting figures that can be
drawn with straightedge alone? Remember, the straightedge has
no marks on it, so it is impossible to copy a length. Thus, with a
straightedge alone, we cannot draw a square, an equilateral triangle,
or any figure involving equal line segments. Yet there is something
interesting we can draw: a perspective view of a tiled floor, such as
the one shown in Figure 5.1.

Figure 5.1: Perspective view of a tiled floor

This picture is interesting because it seems clear that all tiles in the
view are of equal size. Thus, even though we cannot draw tiles that
are actually equal, we can draw tiles that look equal.
We will explain how to solve the problem of drawing perspective
views in Section 5.2. The solution takes us into a new form of
geometry—a geometry of vision—called projective geometry.

88

92 5 Perspective

If each of the points 0,1,2,3, . . . is sent to the next, then each of their perspec-
tive images y = 0, 1

2 , 2
3 , 3

4 , . . . is sent to the next.

5.1.2 Show that the function f (y) = 1
2−y effects this move.

5.1.3 Which point on the y-axis is not moved by the function f (y) = 1
2−y , and

what is the geometric significance of this point?

5.2 Drawing with straightedge alone

The construzione legittima takes advantage of something that is visually
obvious but mathematically mysterious—the fact that parallel lines gen-
erally do not look parallel, but appear to meet on the horizon. The point
where a family of parallels appear to meet is called their “vanishing point”
by artists, and their point at infinity by mathematicians. The horizon itself,
which consists of all the points at infinity, is called the line at infinity.

However, the costruzione legittima does not take full advantage of
points at infinity. It involves some parallels that are really drawn parallel,
so we need both straightedge and compass as used in Chapter 1. The con-
struction also needs measurement to lay out the equally spaced points on
the bottom line of the picture, and this again requires a compass. Thus, the
costruzione legittima is a Euclidean construction at heart, requiring both a
straightedge and a compass.

Is it possible to draw a perspective view of a tiled floor with a straight-
edge alone? Absolutely! All one needs to get started is the horizon and a
tile placed obliquely. The tile is created by the two pairs of parallel lines,
which are simply pairs that meet on the horizon (Figure 5.7).

horizon

Figure 5.7: The first tile

We then draw the diagonal of this tile and extend it to the horizon,
obtaining the point at infinity of all diagonals parallel to this first one. This
step allows us to draw two more diagonals, of tiles adjacent to the first one.

5.2 Drawing with straightedge alone 93

These diagonals give us the remaining sides of the adjacent tiles, and we
can then repeat the process. The first few steps are shown in Figure 5.8.
Figure 5.1 at the beginning of the chapter is the result of carrying out many
steps (and deleting the construction lines).

Draw diagonal of first tile,
extended to the horizon

Extend diagonal of second
tile to the horizon

Draw side of second tile,
through the new intersection

Draw side of more tiles,
through the new intersection

Figure 5.8: Constructing the tiled floor

This construction is easy and fun to do, and we urge the reader to get
a straightedge and try it. Also try the constructions suggested in the exer-
cises, which create pictures of floors with differently shaped tiles.
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Osserviamo intanto che la corrispondenza ottenuta in questo modo a partire
da una proiezione centrale di un piano nell’altro, e ruotando uno dei due piani
fino a farlo sovrapporre all’altro ha le seguenti caratteristiche che si possono
intuire da un’osservazione attenta di questa costruzione:

• punti allineati si trasformano in punti allineati;
• i punti della linea di terra coincidono con il proprio corrispondente e sono

quindi punti fissi della trasformazione;
• rette corrispondenti s’incontrano in un punto fisso sulla linea di terra, in

particolare rette parallele alla linea di terra (che la incontrano quindi all’in-
finito) si trasformano in rette parallele alla linea di terra;

• punti corrispondenti sono allineati con il punto V.

Chiameremo questa corrispondenza omologia di centro V e asse la linea di terra.

5. L’omologia nella matematica di oggi

Da un punto di vista formale l’omologia può essere definita e studiata nel con-
testo della geometria proiettiva. Chiameremo piano proiettivo il piano eucli-
deo completato con i punti della retta all’infinito. I punti all’infinito del piano
proiettivo si dicono anche punti impropri, la retta all’infinito si dice anche
retta impropria.

Dati due piani proiettivi a e b, definiamo trasformazione proiettiva, o proiet-
tività, di a in b ogni corrispondenza biunivoca che conservi l’allineamento.

Una proiettività di un piano proiettivo in sé si dice omologia se ha una retta di
punti fissi, detta asse dell’omologia, e un punto fisso, detto centro dell’omologia.

Se il centro appartiene all’asse l’omologia è detta speciale.
Vediamo ora alcune proprietà dell’omologia che verranno utilizzate nelle

esercitazioni al computer che si trovano nel CD e che sono servite per costrui-
re la Barra dell’omologia, Capitolo V/Schede/Barra dell’omologia, con un
software di geometria dinamica come Cabri o Geogebra.
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!Figura 2 Illustrazioni da
De Prospectiva Pingendi
di Piero della Francesca in [2],
Libro I, 15 e Libro I,17



Anamorfosi

Leonardo da Vinci, dal “Codice Atlantico” (1483-1518).



Anamorfosi

Hans Holbein il Giovane, “I due ambasciatori” (1533).



Riassumendo…

• La rappresentazione sul piano della realtà ‟euclidea’’ 3-dimensionale 
avviene per proiezione da un punto (l’occhio) e i punti dello spazio 
appartenenti allo stesso raggio visivo vengono proiettati sullo stesso punto 
del piano.

• Le rette parallele convergono ad un punto infinitamente lontano 
individuato dalla loro direzione e rappresentato con il loro punto di fuga. 
Inoltre, se le rette giacciono su un piano (come nel caso delle 
pavimentazioni) i possibili punti di fuga sono allineati: vi una retta 
‟all’orizzonte’’ (o ‟all’infinito’’) sulla quale si incontrano le rette di un piano 
che nella realtà ‟euclidea’’ 3-dimensionale appaiono parallele.

• Punti di osservazione differenti ‟deformano’’ l’oggetto osservato. 



Geometria Proiettiva

La nascita della geometria proiettiva come una parte organica della 
matematica risale alla prima metà del XIX secolo con l’opera di Gaspard 
Monge (1746-1818) e di Jean Victor Poncelet (1788-1867). 
Gli spazi ambiente in cui essa viene studiata costituiscono un modello 
matematico astratto in cui valgono regole di natura grafica simili a 
quello del disegno prospettico.
In parte, la sua nascita è motivata dall’esigenza di una geometria in cui 
si elimini la nozione di parallelismo, che in geometria euclidea 
comporta la distinzione di casi eccezionali. 



Geometria Proiettiva
Il precursore della geometria proiettiva fu Girard Desargues (1591-
1661), il quale per primo considerò le rette parallele come casi 
particolari delle rette incidenti e fu il primo ad incorporare in una teoria 
matematica l’idea di “punti all’infinito dove le parallele si incontrano”.
L’opera principale di Desargues, Brouillon projet d’une atteinte aux 
évènements des rencontres du cône avec un plan (1639), fu dimenticata 
per quasi 2 secoli. 
Fu inoltre importante il contributo di Blaise Pascal (1623-1662), con il 
quale Desargues ha mostrato come la “geometria proiettiva” 
permettesse di ottenere e superare i risultati dei greci.



Geometria Proiettiva

Nell’idea di Desargues, il piano proiettivo reale era costituito 
• da un piano euclideo, 
• a cui venivano aggiunti dei punti all’infinito, ciascuno corrispondente 

alla direzione di una retta del piano, 
• con la condizione che due rette che nel piano euclideo sono parallele 

(e che quindi hanno la stessa direzione) passassero entrambe per il 
punto all’infinito corrispondente alla loro direzione.

In questo modo, anche le rette parallele acquistavano un punto di 
intersezione.



La retta proiettiva reale ℙ1(ℝ)

Indichiamo con ℝ la retta reale

e con ℝ2 il piano euclideo. 

 

 



La retta proiettiva reale ℙ1(ℝ)

Indichiamo con ℝ la retta reale

 

Definizione. La retta proiettiva reale, 
che indichiamo con ℙ1(ℝ), è l’insieme 
di tutte le rette del piano euclideo ℝ2 
che passano per l’origine.
Gli elementi di ℙ1(ℝ) sono detti punti 
della retta proiettiva.   

e con ℝ2 il piano euclideo. 



La retta proiettiva reale ℙ1(ℝ)
Per descrivere meglio la retta 
proiettiva, consideriamo la 
retta di equazione x=1. 
La generica retta passante per 
l’origine ha equazione y=mx e 
interseca x=1 nel punto di 
coordinate (1,m).
Perciò, ad ogni punto di ℙ1(ℝ) 
diverso dalla retta verticale di 
equazione x=0 possiamo 
associare un numero reale m, 
cioè

ti

ℙ1(ℝ) – {retta x=0}  ≅  ℝ



La retta proiettiva reale ℙ1(ℝ)
Osserviamo che se m cresce 
tendendo a +∞, allora le rette 
tendono alla retta verticale di 
equazione x=0.
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La retta proiettiva reale ℙ1(ℝ)
Osserviamo che se m cresce 
tendendo a +∞, allora le rette 
tendono alla retta verticale di 
equazione x=0.
Analogamente, se m decresce 
tendendo a -∞, allora le rette 
tendono ancora alla retta 
verticale di equazione x=0.
In conclusione,

Im a

nn

te

ℙ1(ℝ) ≅  ℝ ∪ {∞}



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)

Consideriamo ora lo spazio 
euclideo 3-dimensionale ℝ3

ti
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Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)

Consideriamo ora lo spazio 
euclideo 3-dimensionale ℝ3

Definizione. Il piano proiettivo reale, 
che indichiamo con ℙ2(ℝ), è l’insieme di 
tutte le rette dello spazio euclideo ℝ3 
che passano per l’origine.
Gli elementi di ℙ2(ℝ) sono detti punti 
del piano proiettivo.   



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)
Per descrivere meglio il piano 
proiettivo, consideriamo il 
piano di equazione z=1. 
La generica retta di ℝ3 
passante per l’origine 
• interseca il piano z=1 in un 

punto 
oppure
• è una retta “verticale” che 

giace sul piano di equazione 
z=0.

ri



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)
Le rette “verticali” che 
giacciono sul piano di 
equazione z=0 costituiscono 
una retta proiettiva. 
Questa retta è costituita da 
“punti all’infinito ”.
Per questo motivo, essa è 
detta retta all’infinito, e la 
indichiamo con r∞.
Perciò possiamo pensare il 
piano proiettivo reale nella 
forma

ℙ2(ℝ) ≅  ℝ2 ∪ r∞

ri



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)
Alla luce dell’identificazione

ℙ2(ℝ) ≅  ℝ2 ∪ r∞
e introducendo un sistema di 
riferimento sul piano z=1, 

ri



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)
Alla luce dell’identificazione

ℙ2(ℝ) ≅  ℝ2 ∪ r∞
e introducendo un sistema di 
riferimento sul piano z=1, 

ri

i
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pi

Po

possiamo pensare il piano 
proiettivo come ad un piano 
euclideo



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)
Alla luce dell’identificazione

ℙ2(ℝ) ≅  ℝ2 ∪ r∞
e introducendo un sistema di 
riferimento sul piano z=1, 

ri

i

Y

pi

Po

i

Y

pi

Po

possiamo pensare il piano 
proiettivo come ad un piano 
euclideo, a cui aggiungiamo una 
retta all’infinito.



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)

I punti del piano proiettivo 
sono le rette di ℝ3 passanti per 
l’origine.
Le rette del piano proiettivo 
sono rette proiettive e 
corrispondono ai piani di ℝ3 
passanti per l’origine.
Ciascuna di esse corrisponde 
ad una retta sul piano di 
equazione z=1 munita di un 
punto all’infinito.
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Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)

Due piani di ℝ3 passanti per 
l’origine si intersecano sempre 
lungo una retta passante per 
l’origine.
Traducendo questo fatto sul 
piano proiettivo reale ℙ2(ℝ), 
abbiamo che due rette in 
ℙ2(ℝ) si intersecano sempre 
in un punto.
Perciò
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in ℙ2(ℝ) non esistono rette parallele



Il piano proiettivo reale ℙ2(ℝ)

In particolare, due piani che corrispondono a due rette parallele sul piano 
z=1, si intersecano lungo una retta che giace sul piano z=0, cioè le due rette 
si intersecano in un punto all’infinito.
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“Anamorfosi” delle coniche irriducibili in ℙ2(ℝ)

Infine osserviamo che, la scelta della retta all’infinito dipende dal sistema di 
riferimento che abbiamo fissato o, equivalentemente, del piano che usiamo 
come schermo (finora esso era il piano z=1).
Perciò ogni retta del piano proiettivo reale ℙ2(ℝ) può essere scelta come 
retta all’infinito e ogni punto del piano può essere scelto come punto 
all’infinito.
Questo fatto corrisponde ad un cambiamento del punto di proiezione e, 
determina una sorta di anamorfosi delle coniche proiettive irriducibili.
In particolare, si ha che mentre nel piano euclideo abbiamo 3 tipi diversi di 
coniche irriducibili (l’ellisse, l’iperbole e la parabola), nel piano proiettivo 
questi tre tipi diversi coincidono in un unico tipo.



“Anamorfosi” delle coniche irriducibili in ℙ2(ℝ)

Un’iperbole in ℝ2 ha 2 punti all’infinito, 
corrispondenti alle direzioni dei suoi 
asintoti 

Io

ho

Un’ellisse in ℝ2 non ha punti 
all’infinito. 

ho

i

Data una conica in ℙ2(ℝ), chiamiamo punti 
all’infinito della conica i suoi punti di intersezione 
con la retta all’infinito.



“Anamorfosi” delle coniche irriducibili in ℙ2(ℝ)
Infine, una parabola in ℝ2 ha un solo punto all’infinito, in cui è tangente alla  
retta all’infinito.
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Anamorfosi delle coniche irriducibili in ℙ2(ℝ)



Anamorfosi delle coniche irriducibili in ℙ2(ℝ)

ho

i

ho



Anamorfosi delle coniche irriducibili in ℙ2(ℝ)

V
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