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un groupe, contenant la moitié des substitutions possibles et permutable a toute
substitution.

Ce groupe se nomme le groupe alterné; les fonctions qu'il laisse inva-

riables sont dites alternées. La plus simple d’entre elles est le produit des
différences des lettres @, b. c,....
" Tout_groupe qui contient le groupe alterné se confond avec lui ou renferme
toutes les substitutions possibles. Car, s’il est plus général que le groupe
alterné, son ordre est un multiple de 'ordre N de ce dernier groupe : il ne
peut donc étre inférieur a 2N. -

80. Toute substitution circulaire entre trois lettres fait partie du groupe
alterné, par définition. Réciproquement, toute subsiitution du groupe al-
ternc est un produit de substitutions circulaires entre trois leltres. Car la substi-
tution S, = (abed) (¢f ), par exemple, s’obtient en exécutant la substitution
circulaire (abc), puis la substitution (ad)(ef’), laquelle est elle-méme le .
produit des deux substitutions circulaires (ade) et (eaf).

81. Si le nombre k des lettres est supérieur a 4, tout groupe auquel toute
substitution est permutable contient le groupe alterné. Car soient F un groupe
auquel toute substitution soit permutable; S une de ses substitutions : cha-
cune des substitutions semblables a S, étant la transformée de S par une cer-
taine substitution, appartiendra 2 F. Nous allons en conclure que F contient
le groupe alterné. .

En effet, supposons en premier lieu que, parmi les eycles de S, il en existe
un contenant plus de deux lettres. Soit, par exemple, S = (abc...d) (ef...)....
Soient «, {3, @ trois lettres quelconques; 7, ¢, o,... les autres : les substitu-
tions S, = (af}y...d) (ep...)... et S, = (fa7y...d)(ep...)..., semblables 2 S,
faisant partie de F, S, S;* en fera également partie; mais cette substitution
se réduit a la substitution circulaire («f3d) entre les trois lettres arbitraires
, (3, ¢. Donc F contient toutes les substitutions circulaires entre trois lettres
et toute substitution dérivée de celles-la : done il contient le groupe al-
terné.

Si tous les cycles de S, (ab), (cd), (¢f ),... contiennent au plus deux let-
tres, soient «, 5, 7, ¢ quatre lettres arbitraires; ¢, ¢,... les autres: F con-
tiendra les deux substitutions S, = («f8) (y9) (s¢)..., S2 = (ay) (£d) (eg)..., et
par suite 2 =S, S, = («d") (£y). Si &> 4, soit & une lettre arbitraire autre
que a, 3, 7, ¢ : F contiendra la substitution X, = («£) (f7), semblable i =,
et par suite la substitution 23, = (2:0%), dans laquelle «, ¢, £ sont trois lettres
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différentes quelconques; car le choix de & n’est pas limité par la condition
d’étre différent des lettres arbitraires 8 et 7. Done, dans ce cas encore, F
contiendra le groupe alterné.

Remarque. — Si k = 4, la proposition ci-dessus se trouve en défaut; car
on vérifie aisément que le groupe d’ordre 4 dérivé de la substitution
S =(ab) (cd) et de ses transformées est permutable a toute substitution.

Théoremes divers.

82. Tutorime. — St un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le
groupe alterné, chacune de ses substitutions (sauf I umte) déplacera plus de
n lettres.

En effet, supposons que G renferme une substitution S qui ne déplace
pas plus de n lettres; il renfermera une substitution T remplacant ces
‘n lettres par n autres lettres quelconques; il renfermera done T~'ST,
laquelle est 'une quelconque des substitutions semblables a S. 1l connem
donc le groupe alterné (81).

De ce théoreme, du @ M. Mathieu, on déduit la proposmon plus générale
que voici :

83. Tukorime. — Si un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le
groupe alterné, chacune de ses substitutions (sauf I'unité) deplacera plus de
an — 4 letires.

Soit, en effet, S = (abc...) (def...) (g...) une subslitution de G, laquelle
déplace ¢ lettres, ¢ étant par hypothese < 2rn — 3. Soient a, b, c,...,
d, e, [, les n premieres lettres de S, ¢ une lettre quelconque que S ne
déplace pas. Le groupe G, étant x fois transitif, contient une substitution T
qui ne déplace pas a, b, c,..., d, e et qui remplace / par ¢. Soient y,... les
lettres par lesquelles elle remplace g,... : G contiendra la substitution
THET = (abe...)(deg...) (7...), et celle-¢1 A= ST.§:lqui ne se réduit pas a
I'unité, car elle déplace ¢, et qui ne déplace que les lettres e, o,..., 7,...;
Sreees &»---, dont le nombre 29 — 2n + 3 = ¢’ est inférieur 2 ¢. 7

De cette substitution on en déduirait une autre contenant ¢” lettres,
¢” étant < ¢/, etc., et I'on finirait par obtenir une substitution ne déplacant
que n lettres au plus. Done G contiendra le groupe alterné (82).

Cororraire 1. — L'ordre d’un groupe G de degreé k, n fois transitif et ne
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