
Algebra n. 3 - NOTE ALLA LEZIONE 17 
 
 
Osservazione  17.10 
 e) Un esempio di questo tipo è presentato nell’articolo allegato a queste note. 
 
 
Esempi 17.13 

a) Dato un intero positivo n, sia .a  Allora, nel gruppo additivo ,n  si ha [ ] [0] .n nn a   Ciò 

prova che l’elemento [ ]na  non è libero su .  Ciò implica che nessun sottoinsieme non vuoto 

di n  è libero su .  

b) Siano , ,r s  con 0,s   e sia .
r

s
   Sia inoltre p un numero primo che non divide s. Allora 

il numero razionale 
1

p
 non appartiene al sotto-  modulo  (sottogruppo) di   generato da 

,  che è l’insieme  .k k   Infatti, se esistesse un intero k tale che 
1

,
kr

s p
  allora si 

avrebbe ,pkr s  contro l’ipotesi che p non divida s. Ciò prova che nessun sottoinsieme di   
formato da un solo elemento genera   come  modulo.  

Siano ora , ,u v  con 0,v   e sia .
u

v
   Supponiamo che .  Si ha 0us rv   , ove 

gli interi ,us rv  non sono entrambi nulli (infatti s e v sono non nulli,  mentre uno fra  r ed u è 

non nullo). Ciò prova che l’insieme  ,   è non libero su ,  e tale è ogni sottoinsieme di 

  formato da almeno due elementi.  
 
 

Esempio 17.15 
 

- Il sotto-  modulo (sottogruppo) di    generato da  2,3  è  2 3 , .a b a b     In generale 

sappiamo, infatti, in base all’Esercizio 1.3, che, dati due interi coprimi 1 2, ,m m  1 2, .m m    

Questa – ricordiamo – è immediata conseguenza del Lemma di Bézout. Dunque  2,3 è un 

sistema di generatori, e come tale è minimale, in quanto i suoi sottoinsiemi propri    , 2 , 3 ,  

generano, nell’ordine, i sottogruppi  0 , 2 ,3 .   Non è, tuttavia, un insieme libero (e pertanto 

non è una base), in quanto 3 2 2 3 0.      
- L’insieme  2  è libero, dato che 2 è un elemento regolare (non zero-divisore) dell’anello .  Ma 

come tale è massimale: infatti, per ogni intero m distinto da 2, si ha 2 2 0,m m     da cui segue 

che l’insieme  2, m  non è libero su .  Per il resto, abbiamo già osservato che  2  non è un 

sistema di generatori per ,   e dunque non è una base. 

- L’insieme  6,15,10  genera , in quanto, per l’Esercizio 1.3, si ha

6,10,15 MCD(6,10,15) 1 .     La minimalità risulta dalle seguenti osservazioni: 



6,10 2 ,

6,15 3 ,

10,15 5 .











  

In realtà, è possibile costruire sistemi minimali di generatori di   di qualsiasi cardinalità finita 
n. Per 1n    si ha  1 ,  per ogni 1,n   dati n numeri primi positivi distinti 1,..., ,np p  si ponga, 

per ogni indice i, 
1

.
n

i j
j
j i

m p



  Allora 1MCD( ,..., ) 1,nm m   (e dunque 1,..., ),nm m     mentre, 

per ogni indice i, 1 1ˆ ˆ,..., ,..., MCD( ,..., , ..., ) .i n i n im m m m m m p      

 
 
Osservazione 17.18 
 
Ogni elemento dell’ideale 6([2] )  è annullato da 6[3] .   

 
 
       Teorema 17.19 

 
Illustriamo l’enunciato con un esempio semplicissimo. Consideriamo , 2 .M N    Allora  

1,n m   e si può prendere 1 11, 2,a b   così che (2).T   E, in effetti, ( : 2 ) 2.   

 
 
Dimostrazione della Proposizione 17.14: 
 

Per ogni ,m M  esistono 1,..., na a A  tali che 
1

.
n

i i
i

m a x


  Allora  

 
1 1

( )( ).
n n

i i i i
i i

IM m IM a x I a IM x
 

         

Ciò prova che l’insieme  1( ) ,..., nB IM x IM x     è un sistema di generatori di M
IM  su 

.A
I    

 

Sia ora .y IM  Allora esistono 1,..., rc c I  e 1,..., ry y M  tali che 
1

.
r

i i
i

y c y


  D’altra parte, 

per ogni 1,..., ,i r  esistono 1,...,i ind d A  tali che 
1

.
n

i ij j
j

y d x


  Ne consegue che  

 
1 1 1 1

,
r n n r

i ij j i ij j
i j j i

y c d x c d x
   

       
  

      

 

      ove, per ogni j, 
1

.
r

i ij
i

c d I


   
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e same manner as e an automo ism of the form 

11, we can assume that cpoo 

1. Applying our mmas 3 and 4 twice, we can write 

VP = (0,a232,...,q& 

v,=(W,a, ,..., Q”& 

vs=(0,0,a3, ,... ,qJ. 

continue in is fashion to obtain 

VI = (a Il,...ranl). 

VCJ = (O,a,,,...,a,,), 

vg- (Wb,,,...,a., 
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consider the equality 

j=l 

as ahove, we can see at c, = #qp’, 

nee 

which is a contradiction. 

(2) . 

at (h 
us ume 
” E (hb 

CO 
= r(-js = r’b”‘, 

ch 
ve 

Ad E o, Ab” E I,, and by d~~ni~ion of 

note the quotient ring 
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