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1.1.

(a) (a)  Sia  Sia  un generatore del gruppo ciclico  un generatore del gruppo ciclico  Dal confronto tra le orbite di   Dal confronto tra le orbite di    𝛼𝛼 == 𝜎𝜎 == 𝜏𝜏ss tt ⟨⟨𝜎𝜎⟩⟩∩∩ ⟨⟨𝜏𝜏⟩⟩.. 55

sottosotto l'azione delle potenze di  l'azione delle potenze di  e di  e di  si deduce che  si deduce che  e  e .   Quindi .   Quindi , per , per 𝜎𝜎 𝜏𝜏 44||ss 22||tt ss == 4h4h,,  t t == 2k2k
opportuni interi opportuni interi  e il sottogruppo cercato è  e il sottogruppo cercato è  dove  dove hh,, kk ⟨⟨𝜎𝜎 ⟩⟩∩∩ ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩,,44 22

  
𝜎𝜎 == 1313,, 1717,, 1616,, 1515,, 1414 1919,, 2323,, 2222,, 2020,, 1818,, 2424,, 212144 (( ))(( ))

𝜏𝜏 == 99,, 1111 1010,, 1212 1616,, 1414,, 1717,, 1515,, 1313 1818,, 2020,, 2222,, 2323,, 1919,, 2121,, 2424 ..22 (( ))(( ))(( ))(( ))
  
Poiché Poiché  deve lasciare fisso  deve lasciare fisso  si deduce ancora che  si deduce ancora che Quindi il sottogruppo cercato è Quindi il sottogruppo cercato è 𝜏𝜏2k2k 99,, 22||kk..

 dove  dove ⟨⟨𝜎𝜎 ⟩⟩∩∩ ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩,,44 44

  
𝜏𝜏 == 1616,, 1717,, 1313,, 1414,, 1515 1818,, 2222,, 1919,, 2424,, 2020,, 2323,, 2121 ..44 (( ))(( ))
  
Si può notare che Si può notare che 

  
1616,, 1717,, 1313,, 1414,, 1515 == 1313,, 1717,, 1616,, 1515,, 1414 ,,(( ))44 (( ))

..1818,, 2222,, 1919,, 2424,, 2020,, 2323,, 2121 == 1919,, 2323,, 2222,, 2020,, 1818,, 2424,, 2121(( ))33 (( ))
  
Si avrà allora che Si avrà allora che  per ogni intero  per ogni intero  tale che  tale che 𝜏𝜏 == 𝜎𝜎4ℓ4ℓ 44

ℓℓ

  

..ℓℓ ≡≡ 4 4 modmod 5 5(( ))
ℓℓ ≡≡ 3 3 modmod 7 7(( ))
  
Ciò è vero per Ciò è vero per  Dunque  Dunque . Ne consegue che . Ne consegue che  Il sottogruppo cercato è  Il sottogruppo cercato è ℓℓ == 24. 24. 𝜏𝜏 == 𝜎𝜎9696 44 𝜎𝜎 ∈∈ ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩..44 44

 di ordine  di ordine   ⟨⟨𝜎𝜎 ⟩⟩ == ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩,,44 44 35.35.
  
  
(b) (b)  Con  Con  e con  e con  commutano le permutazioni  commutano le permutazioni  e  e , che sono dunque , che sono dunque 𝜎𝜎 𝜏𝜏 𝛼𝛼 == 11,, 33 22,, 44(( ))(( )) 𝛽𝛽 == 55,, 66 77,, 88(( ))(( ))

due distinti elementi di periodo due distinti elementi di periodo  in  in . Ciò esclude che . Ciò esclude che  sia ciclico.  sia ciclico. 22 CC 𝜎𝜎 ∩∩CC 𝜏𝜏(( )) (( )) CC 𝜎𝜎 ∩∩CC 𝜏𝜏(( )) (( ))
  
  
2.2.

(a) (a)  Se esiste un epimorfismo di anelli   Se esiste un epimorfismo di anelli  , allora  , allora  𝜑𝜑 :: ZZ ×× ZZ ZZ ×× ZZ4444 5151 →→ 66 1111

. Poiché . Poiché  deve conservare i multipli, si avrà allora, per ogni  deve conservare i multipli, si avrà allora, per ogni   𝜑𝜑 11 ,, 11 == 11 ,,   11(([[ ]]4444 [[ ]]5151)) (([[ ]]66 [[ ]]1111)) 𝜑𝜑 aa ∈∈ ZZ,,

.  Questa applicazione è ben definita, in quanto, per ogni .  Questa applicazione è ben definita, in quanto, per ogni  tali  tali 𝜑𝜑 aa ,, aa == aa ,,   aa(([[ ]]4444 [[ ]]5151)) (([[ ]]66 [[ ]]1111)) aa,, a'a' ∈∈ ZZ

che che  e  e , si ha naturalmente che , si ha naturalmente che  e  e  dividono  dividono . Inoltre è immediato . Inoltre è immediato 4444||aa -- a'a' 5151||aa -- a'a' 22,,  3 3 1111 aa -- a'a'

verificare che verificare che  conserva somma e prodotto. Per la suriettività basta osservare che  conserva somma e prodotto. Per la suriettività basta osservare che 𝜑𝜑
ImIm𝜑𝜑 == ⟨⟨ 11 ,,   11 ⟩⟩ == ZZ ×× ZZ ..(([[ ]]66 [[ ]]1111)) 66 1111

  
  
(b) (b) Se esiste un monomorfismo di gruppiSe esiste un monomorfismo di gruppi     questo invierà il generatore  questo invierà il generatore 𝜓𝜓 :: ZZ ×× ZZ ZZ ×× ZZ ,,1919 2020 →→ 4040 9595

in un elemento del gruppo di arrivo avente periodo in un elemento del gruppo di arrivo avente periodo . Un elemento siffatto . Un elemento siffatto 11 ,, 11   (([[ ]]1919 [[ ]]2020)) 1919 ⋅⋅ 2020 == 380380

èè Il monomorfismo cercato è dunque definito ponendo, per ogni Il monomorfismo cercato è dunque definito ponendo, per ogni , ,   1010 ,,   11 ..   (([[ ]]4040 [[ ]]9595)) aa ∈∈ ZZ

. . 𝜓𝜓 aa ,, aa == 10a10a ,,   aa(([[ ]]1919 [[ ]]2020)) (([[ ]]4040 [[ ]]9595))
  
  
  



  
  
3.3.

(a) (a)  Si ha  Si ha .  Quindi .  Quindi  è il resto cercato,  è il resto cercato, ff xx == xx ++ xx ++ xx ++ xx ++ xx ++ xx ++(( )) p-1p-1 22
pp22

p-1p-1 22
pp p-1p-1 22

22
11⏨⏨ 11⏨⏨

mentre il quoziente è il polinomio mentre il quoziente è il polinomio xx ++ xx ++ xx ++ xx ++ xx ++ xx ..p-1p-1 22
pp -1-122

p-1p-1 22
p-1p-1 p-1p-1 22

  

(b) (b) Osserviamo preliminarmente che, per ogni Osserviamo preliminarmente che, per ogni , si ha , si ha . Quindi se . Quindi se  è  è 𝛼𝛼 ∈∈ ZZpp 𝛼𝛼 -- hh 𝛼𝛼 == 𝛼𝛼 --(( 11⏨⏨)) (( )) 33 11⏨⏨ 𝛼𝛼

radice di radice di , allora , allora  (*).  Ora, poiché  (*).  Ora, poiché , applicando i Teoremi di Eulero e di Fermat si , applicando i Teoremi di Eulero e di Fermat si hh xx(( )) 𝛼𝛼 ==33 11⏨⏨ 𝛼𝛼 ≠≠ 00⏨⏨
ha:ha:

  

+ + . . ff 𝛼𝛼 ==(( )) 11⏨⏨ 𝛼𝛼 ++ ++ 𝛼𝛼 ++ 𝛼𝛼 ++ ++ 𝛼𝛼 ++ == 𝛼𝛼 ++ 𝛼𝛼 ++22 11⏨⏨ 22⏨⏨ 22 22 11⏨⏨ 44 11⏨⏨ 44 44⏨⏨ 22 44⏨⏨
  

Se Se  è anche radice di  è anche radice di , avremo allora , avremo allora  da cui  da cui 𝛼𝛼 ff xx(( )) == ff 𝛼𝛼 -- hh 𝛼𝛼 == 𝛼𝛼 -- 𝛼𝛼 == 𝛼𝛼 𝛼𝛼 -- ,,00⏨⏨ (( )) 44⏨⏨(( )) 44 44⏨⏨ 33 44⏨⏨

. Tenendo conto di (*), se ne deduce che . Tenendo conto di (*), se ne deduce che , e quindi , e quindi . In questo caso . In questo caso  è la  è la 𝛼𝛼 ==33 44⏨⏨ ==11⏨⏨ 44⏨⏨ pp == 33 𝛼𝛼 == 11⏨⏨
sola radice di sola radice di , e il precedente calcolo mostra che è anche radice di , e il precedente calcolo mostra che è anche radice di . Negli altri casi non vi . Negli altri casi non vi hh xx(( )) ff xx(( ))
sono radici comuni. sono radici comuni. 

  

(c) (c)  Sia  Sia .  Ricordiamo che .  Ricordiamo che . Poiché . Poiché  le radici di  le radici di   pp == 10091009 𝛼𝛼 -- hh 𝛼𝛼 == 𝛼𝛼 --(( 11⏨⏨)) (( )) 33 11⏨⏨ pp ≡≡ 1 1 modmod 3 3 ,,(( )) hh xx(( ))

sono dunque i due elementi di sono dunque i due elementi di  aventi periodo  aventi periodo , siano essi , siano essi  e  e . Per. Pertanto tanto ZZ
∗∗
10091009

33 𝛼𝛼11 𝛼𝛼22

Ma nessuno dei due fattori lineari di Ma nessuno dei due fattori lineari di  divide  divide . Altrimenti si avrebbe, . Altrimenti si avrebbe, hh xx == xx -- 𝛼𝛼 xx -- 𝛼𝛼 ..(( )) (( 11))(( 22)) hh xx(( )) gg xx(( ))

per per  oppure  oppure    da cui  da cui . Ma, d'altra parte, . Ma, d'altra parte, . Se ne . Se ne ii == 11 ii == 22,, == gg 𝛼𝛼 ==   ++ 𝛼𝛼 ,,00⏨⏨ (( ii)) 11⏨⏨ 22
ii 𝛼𝛼 == --22

ii 11⏨⏨ 𝛼𝛼 == 𝛼𝛼22
ii

-1-1
ii

dedurrebbe, quindi, che dedurrebbe, quindi, che , impossibile. Pertanto , impossibile. Pertanto  e  e  non hanno alcun fattore  non hanno alcun fattore 𝛼𝛼 == --ii 11⏨⏨ gg xx(( )) hh xx(( ))

irriducibile in comune, ossia irriducibile in comune, ossia . . MCDMCD gg xx ,, hh xx ==(( (( )) (( )))) 11⏨⏨
  
  


