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1. NOZIONI DI BASE

La geometria analitica permette di trattare questioni geometriche utilizzando il
linguaggio algebrico. Cosi R fornisce un modello universale di “retta euclidea”,
mentre R? = R x R il modello categorico di “piano euclideo”. In ultima analisi,
cio che tale identificazione permette e¢ la manipolazione e lo studio degli oggetti
geometrici mediante le operazioni fondamentali tra numeri reali: somma, prodotto,
differenza, passaggio al reciproco. In tale procedimento sono di basilare importanza
le proprieta formali di queste operazioni. Su di esse si basa la nozione generale di
campo, che sara discussa in questo paragrafo.

Consideriamo un insieme X su cui sia definita un’operazione interna *, ovvero
una legge che associa univocamente ad ogni coppia ordinata (x,y) di elementi di X,
un ben preciso elemento dello stesso insieme, denotato con x * y. In tal caso diremo
che (X, *) ¢ una struttura algebrica.

A priori, quindi, 'ordine in cui si considerano gli oggetti x e y ¢ importante ai
fini di determinare il risultato dell’operazione * applicata ad essi. In altri termini,
gli oggetti = * y e y x x possono differire.

Se % & un’operazione su X, la coppia (X, ) prende il nome di struttura alge-
brica.

Osservazione 1.1. Osserviamo che un’operazione interna * sull’insieme X altro
non ¢ che una funzione (applicazione) * : X x X — X il cui dominio ¢ il prodotto
cartesiano X x X = {(z,y) : x € X, y € Y} e il cui insieme di arrivo ¢ lo stesso
insieme X.

Piu in generale, si possono considerare strutture algebriche (X, *j,..., ;) dove
%1,...,% sono k > 1 operazioni diverse su X.

ESEMPIO 1.2. Sono operazioni interne la somma + ed il prodotto - standard sugli
insiemi numerici N, Z, Q, R. Quindi, ad esempio, sono strutture algebriche (Z, +),

(Q, ), ma anche (Z, +, -) oppure (R, +, ) (strutture con due operazioni).
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Fissiamo ora un po’ di terminologia di uso corrente. Si dice che I'operazione x
sull’insieme X gode della proprieta commutativa se:

Ve,ye X xxy=yx*xz.
L’operazione * ¢ detta associativa se per ogni x,y, z € X risulta:

Tk (y*z)=(r*xy)* 2.

In questo caso, e possibile scrivere, senza ambiguita:

T K Yk 2.

Diremo che struttura algebrica (X,*) ammette elemento neutro, se esiste un
elemento e € X tale che:

rT*e=T =€e*xT

per ogni z € X.
Un tale oggetto, se esiste, & sempre univocamente determinato. Infatti, ammet-
tendo che e ed €' siano entrambi elementi neutri, risulta necessariamente:

e=exe =¢€.

La prima uguaglianza & giustificata dal fatto che €’ & elemento neutro, la seconda
dal fatto che e gode della stessa proprieta.

I piu familiari esempi di elementi neutri sono il numero 0 nel caso degli insiemi
numerici (N, +), (Q,+), ecc. ed il numero 1, laddove si consideri la moltiplicazione
invece della somma.

EseEMPIO 1.3. Dato un insieme A, possiamo considerare sull’insieme delle parti (cioe
I'insieme di tutti i sottoinsiemi) P(A) di A le operazioni fondamentali di intersezione
e unione che danno luogo a due differenti strutture algebriche: (P(A),N) e (P(A), V)
e in entrambi i casi sussiste la proprieta associativa. Si noti che la prima di queste
strutture ammette l'intero insieme A come elemento neutro, mentre per la seconda
tale ruolo ¢ svolto dall’insieme vuoto ().

ESEMPIO 1.4. Dato un insieme A, consideriamo l'insieme A4 di tutte le funzioni
(applicazioni) da A in A. Questo insieme ¢ dotato della fondamentale operazione di
composizione

(f,g) = fog.

Ricordiamo che fog: A — A ¢ la funzione definita ponendo

(fog)(x) = flg(x))

per ogni = € A.
L’operazione di composizione o tra funzioni & sempre associativa, ma non e (di
norma) commutativa.
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La funzione identica Idy : A — A (definita com’e noto da Id(x) := x per ogni
x € A), & 'elemento neutro di (A%, o), avendosi infatti, per ogni funzione f : A — A,
che

foldy=f=1Idsof.

In presenza di un elemento neutro e per una struttura algebrica (X, *), un ele-
mento x € X e detto invertibile se in corrispondenza di esso esiste un altro z’ € X,
detto wnverso di x, per cui si abbia:

rxx =e=1a"xuz.

Si dice anche che x ammette un inverso in X.

Considerato ad esempio l'insieme dei numeri reali, ogni numero x # 0 € un ele-
mento invertibile di (R, -), con inverso % Invece ogni numero reale x ¢ un elemento
invertibile di (R, +), con inverso —zx.

Esempio 1.5. Consideriamo ancora un insieme non vuoto A e la struttura algebrica
(A4 o). Data una funzione f : A — A, essa & un elemento invertibile di (44, 0) se
e solo se esiste una funzione g : A — A tale che:

fog=1dy, gof=Ida.

Questo signfica che per ogni z € A deve aversi

9(f(z)) =z
e anche:

fl9(y)) =y,

sempre per ogni y € A.

Allo studente ¢ gia noto che condizione necessaria e sufficiente affinche cio sia
possibile € che f sia una funzione bigettiva, ovvero sia ingettiva che surgettiva. La
funzione ¢g : A — A ¢ la funzione inversa g = f~! della bigezione f, che associa ad
ogni y € A l'unico elemento z dello stesso insieme, tale che f(z) = y.

In tal caso quindi abbiamo a disposizione una caratterizzazione completa degli
elementi invertibili della struttura algebrica (A4, 0) in esame.

Teorema 1.6. Sia (X, %) un struttura algebrica, dotata di elemento neutro e, la cui
operazione * & associativa. Se x € X é un elemento invertibile, allora l'inverso x’
di x ¢ uniwocamente determinato.

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che x’ e 2” siano entrambi inversi di x. Allora in
particolare abbiamo
rx1 =e.
Applicando 'operazione *, “componendo” ambo i membri a sinistra con x” si ottiene:

$II*($*x/):x//*e



ovVVero
2" x (xxa') ="
che si puo riscrivere, stante la proprieta associativa:
(2" x z) 2’ = 2.
D’altra parte, per definizione di inverso, sappiamo anche che " x r = e e quindi
I'ultima uguaglianza si riscrive:
exa ="

da cui

O

Introduciamo ora una delle pit importanti tipologie di struttura algebrica, rile-
vante non solo nell’ambito della matematica pura, ma anche in molte altre discipline.

Definizione 1.7. Si chiama gruppo ogni struttura algebrica (G, *) soddisfacente
le seguenti condizioni:

1) L’operazione * ¢ associativa.

2) (G, %) ammette elemento neutro.

3) Tutti gli elementi di G sono invertibili.

Solitamente 1’elemento neutro di un gruppo G si denota con e, mentre l'inverso
di un elemento z si denota con !, salvo diversa convenzione.

Definizione 1.8. Un gruppo (G, %) si dice abeliano se I'operazione % & commuta-
tiva.

Sono gruppi:
e (X, +) dove X ¢ uno degli insiemi numerici Z, Q, R.

e (Q* ), (R*,-) e dove x indica 'insieme numerico in questione privato di 0.

Tutti questi gruppi sono abeliani.

Invece non sono gruppi:
d (N7 +)7 (N’ ) S (Z’ )

Si osservi che I'operazione di moltiplicazione ¢ effettivamente un’operazione
interna su R*: il prodotto a-b di due numeri reali diversi da zero, ¢ anch’esso
diverso da zero (legge di annullamento del prodotto). Pertanto possiamo
considerare l'operazione - : R* x R* — R* e la struttura algebrica (R*,-) su
tale insieme. Lo stesso discorso vale per Q*.
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EseMPIO 1.9. Dato un insieme qualsiasi non vuoto A, U'insieme Sym(A) di tutte
le bigezioni f : A — A e un gruppo rispetto all’operazione o di composizione. Si
tratta di un esempio significativo di gruppo, in cui I'operazione interna non gode
della familiare proprieta commutativa, tipica dei gruppi costruiti con gli insiemi
numerici. Esso prende il nome di gruppo delle permutazionidi A. Ad esempio, se A =
{1,...,n} & un insieme finito, si tratta del gruppo delle permutazioni su n oggetti,
un importante gruppo finito studiato ad es. nell’ambito del calcolo combinatorio.

Con riferimento all’esempio precedente, si osservi che, in analogia con quanto
osservato per il gruppo (R*,-), operazione o si puo considerare come operazione
interna su Sym(A), grazie al fatto che la composizione f o g di due bigezioni &
ancora una bigezione (la composizione di due applicazioni ingettive ¢ ingettiva e la
composizione di due funzioni surgettive e pure surgettiva). Tale operazione risulta
indotta dall’operazione di composizione della struttura algebrica pitt grande (A4, o).
La definizione seguente generalizza questo tipo di situazione.

Definizione 1.10. Data una struttura algebrica (X, *), un sottoinsieme £ C X &
detto chiuso o stabile (rispetto all’'operazione *) se per ogni x,y € E, si ha che

rxy € F.

Si osservi che ogni sottoinsieme stabile £ di (X, *) eredita in modo naturale per
restrizione da X l'operazione interna %, che opera allo stesso modo, ma solo su
coppie di elementi di E, producendo sempre elementi di £. Evidentemente, se * e
associativa (risp. commutativa), tale & questa operazione indotta.

Dunque l'insieme Sym(A) di tutte le bigezioni F' : A — A di un insieme su se
stesso & stabile per I'operazione di composizione o su A4, ovvero & un sottoinsieme
stabile della struttura algebrica (A4, o).

Come altro esempio, abbiamo che Ry = {# € R : > 0} ¢ un insieme stabile di
(R, +), mentre {1,0, —1} non lo ¢.

EsemMPIO 1.11. 1) L’insieme costituito da tutte e sole le rotazioni del piano Euclideo
E intorno ad un punto fissato O € un gruppo, rispetto all’operazione di composizione
di applicazioni.

2) Data una retta r del piano euclideo E, detta ¢ : E — E la simmetria as-
siale rispetto a r, allora G = {Idg,0} costituisce un gruppo, costituito da soli
due elementi. Ricordiamo che per ogni punto P, la sua immagine o(P) ¢ il punto
simmetrico di P rispetto a r.

Basta notare che ¢ & una bigezione che ammette se stessa come inversa: infatti
abbiamo

coo=1dy
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perche denotando, per ogni punto P, con P’ il simmetrico di esso rispetto alla retta,
allora (P’)" = P (il simmetrico del simmetrico € il punto stesso).

Si osservi che un altro esempio di gruppo costituito da due soli elementi e ({0, 1}, +),
la cui operazione ¢ definita ponendo:

0+0:=0, 0+41:=1=140, 1+1:=0.

Tale gruppo si denota con Zsy (gruppo additivo dell’aritmetica modulo 2). II ruolo
che svolge la funzione identica nell’esempio precedente G = {Idg,o} ¢ qui svolto
da 0, mentre la simmetria assiale ¢ rimpiazzata da 1. Evidentemente i due gruppi
sono identificabili (il termine preciso ¢ isomorfi). Anzi, qualsiasi gruppo (G, *) costi-
tuito da esattamente due elementi distinti ha lo stesso tipo di struttura: detto z=
I’elemento diverso dall’elemento neutro,  deve necessariamente ammettere se stesso
come 1nverso.

3) Si chiama gruppo banale ogni struttura algebrica del tipo (G = {e}, %), costi-
tuita da un solo elemento, la cui operazione ¢ definita semplicmente ponendo

e*xe=e.

Notazione e convenzioni riguardanti i gruppi:

Dato un gruppo (G, +) la cui operazione & denotata con notazione additiva +,
si usano di solito le seguenti convenzioni:

-L’elemento neutro si denota preferibilmente con 0.
-L’inverso di a € GG si denota con —a e si chiama ’opposto di a.

Inoltre, dati due oggetti qualsiasi x e y, in tal caso si scrivera:
r—y
in luogo di
z + (—y).

Dato un gruppo (G, -) la cui operazione ¢ denotata mediate notazione moltiplica-
tiva -, si usano le seguenti convenzioni:

-L’elemento neutro si denota preferibilmente con 1 (talvolta & utilizzato anche il
simbolo e).

-L’inverso di a € G si denota con a ™.
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Osservazione 1.12. Osserviamo che, dato un gruppo abeliano (G, +) le convenzioni
precedenti sulla notazione additiva permettono di effettuare operazioni nel gruppo
in modo naturale, operando con le usuali regole del calcolo letterale. Ad es. se a,b, ¢
sono elementi qualsiasi, allora si ha

at+b=c

se e solo se

a—c=—b.

Enunciamo ora una proprieta basilare dei gruppi, nota come legge di cancellazione.
Teorema 1.13. Siano a,b,c elementi di un gruppo (G, *) e si assuma che
axc=bxc

oppure che

c*xa=cx*b.

Allora a = b.

DIMOSTRAZIONE: Denotato con e I’elemento neutro di G, assumendo ad esempio
che

a*xc=>bxc,
allora componendo ambo i membri con I'inverso ¢! di ¢ segue:

(axc)xct=(bxc)*xc !

da cui
ax(cxct)=bx(cxc )
OvVVero
axe=>bxe
e quindi in definitiva
a=b.

O

Proposizione 1.14. Dato un gruppo (G, *), per ogni a,b in G linverso di a x b é
dato da:

(axb) ™t =b"txat.



DIMOSTRAZIONE: Tenendo presente che I'inverso di a * b ¢ univocamente deter-
minato, basta fare la seguente verifica:

(axb)x (b xa ) =e=((b"xa1)*(axb).
Infatti, sfruttando la proprieta associativa, abbiamo:
(axb)x (b xa N =axbxb)xa'=(a*xe)xa'=a*xa'=e

In modo completamente analogo si controlla la validita della seconda uguaglianza
richiesta. O

EsempIo 1.15. Discutiamo ora un esempio importante di gruppo abeliano, che in-
contreremo e generalizzeremo presto nel contesto degli spazi vettoriali; sul prodotto
cartesiano R? = R x R si definisce un’operazione naturale di somma + ponendo:

(z,9) + (" y) = (@ + 2,y +9),

per ogni (z,y) e (z/,7') in R

Risulta che (R?,+) ¢ un gruppo abeliano. L’elemento neutro ¢ la coppia (0,0);
per ogni A = (z,y), esiste I'elemento inverso dato dalla coppia (—z, —y). La verifica
dell’associativita dell’operazione + ¢ semplice, ed e basata sulla proprieta associativa
dell’addizione in R; si ha infatti:

[(z,y) + (@, )]+ (" y") =@+ y+y)+@"y)=@+2"+2"y+y + )
e d’altra parte
(z,y) + (@, )+ @ y")] = (@) + (@ + 2"y +y") = (x+ 2" +2" y+v +9").

E altresi immediato constatare che + gode della proprieta commutativa.

A questa operazione si puo dare un significato geometrico, se interpretiamo ogni
coppia (z,y) in R? come un punto di un piano Cartesiano, P(z,y) di ascissa z e
ordinata gy in un fissato sistema di riferimento.

Ricordiamo che nel piano della geometria elementare vi ¢ una nozione puramente
sintetica di vettore: dati due punti distinti A e B, il vettore applicato AB ¢ il
segmento orientato AB. Nel caso generale A # B esso ha tre caratteristiche: la
direzione, che e quella individuata dalla retta per A e B, il verso, che e quello
sulla stessa retta secondo cui A precede B, e la lunghezza, che e la lunghezza del
segmento stesso (fissata una unita di misura) che & un numero strettamente positivo.
Se invece A = B tale vettore ¢ detto vettore nullo ed ha lunghezza 0, mentre non gli
si attribuisce ne direzione, ne verso. In ogni caso il punto A ¢ il punto di applicazione

del vettore E , mentre il punto B si dice punto di arrivo o punto finale dello stesso.

Dato un vettore 1@ e un punto C, esiste un unico vettore Cﬁ che ha lo stesse
caratteristiche di f@ (direzione, lunghezza e verso): esso si dice equipollente ad 1@ .
I vettori equipollenti f@ e @ sono due rappresentanti dello stesso vettore libero.



\D

A

\B

La somma ﬁ + 1@ di due vettori f@ e 1@ applicati nello stesso punto A, si
definisce come il vettore B dove D e il punto finale del vettore applicato in B
equipollente ad z@ )

Questa regola prende il nome di regola del parallelogramma in quanto, nel caso
generico in cui A, B e C' non sono allineati, detto D il punto finale di AB + 1@,
allora A, C'; D e B sono i vertici di un parallelogramma.

Tenendo presente cio possiamo dare un significato geometrico all’operazione di
somma in R?.  Osserviamo innanzitutto che P'elemento neutro (0,0) corrisponde
all’origine O del nostro riferimento. Inoltre, 'opposto —P di un punto coincide con
il simmetrico di P rispetto a O.

P = (w7y)

—P= (—ZL‘, _y>

Proposizione 1.16. 1) Siano A, B di R* e sia C' un altro punto. Allora l'unico
punto D tale che

f@ e equipollente a @
e il punto
D=C+B- A
2) Dati it punti A, B,C, D si ha:
1@ ¢ equipollente a ﬁ <~ B—-—A=D-C.
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3) Dati i punti P e Q, la somma P+ Q coincide con il secondo estremo del vettore
somma OP + 075, effettuata secondo la regola del parallelogramma, ovvero:

OP +00 = 0(P + Q).

P+Q

Si osservi che in questa uguaglianza, la somma P + ) ¢ quella effettuata nel
gruppo (R?, +) che abbiamo introdotto, mentre la somma al primo membro ¢ quella
tra vettori applicati.

Notiamo anche che la proprieta 2) suggerisce che ogni differenza B — A tra punti
nel nostro gruppo si puo interpretare come un vettore libero, di cui un rappresentante

e il vettore applicato AB.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni coppia di punti (A, B) distinti, denotiamo con 74 g
la retta passante per questi punti. Nel provare 1), possiamo supporre che A # B,
perche nel caso A = B il risultato e evidente, perche in tal caso necessariamente
D = C. Consideriamo dapprima il caso generico in cui C' non ¢ allineato con A
e B. Dato il vettore AB, sappiamo che il punto D in questione e univocamente
determinato dalla condizione che A, B, D, C, siano i vertici di un parallelogramma:

D
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Affermiamo che tale punto ¢ X := C' + B — A. Per far cio, posto A(aq,as),
B(b1,by) e C(cq,c), basta controllare che la retta ra p ¢ parallela alla retta r¢ x
e che la retta rp x ¢ parallela alla retta r4 . Infatti, abbiamo che il punto X ha
coordinate (b + ¢; — ay, by + ¢2 — ag) e un rapido confronto dei coefficienti angolari
delle rette in questione ci da conferma in merito. Ad esempio, tranne che nel caso

in cui a; = by, il coefficiente angolare di 74 5 ¢ m = Z?:Zf; mentre quello della retta

rex em' = % = m. Nel caso particolare a; = b, la retta 74 p ¢ comunque

parallela a r¢ x perche entrambe sono parallele all’asse delle ordinate. La verifica
per le rette rp x e r4,c € analoga.

Nel caso in cui A, B e C siano allineati, la verifica che D = X va fatta direttamente
con la definizione di equipollenza: si tratta di controllare che il segmento AB sia
congruente a C'X e che C preceda X nel verso sulla retta 74 p secondo cui A precede
B. Quest’ultima verifica consiste nel confrontare le ascisse dei punti (o, in caso siano
uguali, le ordinate). Ad esempio, supponiamo che a; < by; bisogna controllare che
anche I'ascissa di C' sia minore dell’ascissa di X. Infatti, si ha: ¢; < ¢;+(b; —ay). La
prima verifica si lascia al lettore, e si fa agevolmente calcolando le distanze d(A, B)
e d(C, X). Dunque, in ogni caso resta provato che D = C'+ B — A.

La 2) consegue come immediata conseguenza: infatti, stante la 1) abbiamo che
/ﬁ ¢ equipollente a @ se e solo se e solo se D = C'+ B — A e tale uguaglianza,
operando nel gruppo (R?,+), si pud riscrivere come B — A =D — C.

La 3) ¢ un caso particolare, in quanto effettuando la somma dei vettori O? e O

con la regola del parallelogramma si ottiene un vettore OA} dove X e tale che O
e PX sono equipollenti:

Pertanto, applicando 1) il punto X in questionee X = P+ (Q —0)=P+ Q. O

Possiamo ora introdurre il concetto di campo, i cui esempi piti noti sono il campo
dei numeri razionali Q, quello dei numeri reali R e il campo dei numeri complessi C.
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Definizione 1.17. Si chiama campo ogni struttura algebrica (K, +, ) le cui opera-
zioni soddisfano i seguenti requisiti:

a) (K,4) & un gruppo abeliano, il cui elemento neutro si denota con 0.

b) L’operazione di moltiplicazione - & associativa, commutativa e (K, -) ammette
I’elemento neutro, denotato con 1, tale che 1 # 0.

c¢) Ogni x € K, tale che x # 0 ammette un inverso rispetto al prodotto, denotato

con ZL'il.

d) Sussiste la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma:
r-(y+z2)=x-y+a-z.
per ogni z,y, 2 € K.

Proposizione 1.18. Sia (K, +,-) un campo. Sussistono le sequenti proprieta:
1) Per ognia € K siha: 0-z=0=ux-0.
2) Vale la legge di annullamento del prodotto:
a-b=0 = a=0 oppure b =0.
3) L’insieme K* = K — {0} e stabile rispetto all’operazione di moltiplicazione, e
(K*,-) € un gruppo abeliano.
DIMOSTRAZIONE: 1) Abbiamo, utilizzando la prima delle proprieta distributiva
(assioma d) della definizione di campo):
z-0=2-(040)=2-0+2z-0,
che porta a x - 0 = 0 in forza della legge di cancellazione nel gruppo (K, +).
2) Siano a,b € K tali che
a-b=0.
Vogliamo provare che a = 0 oppure b = 0. Se a = 0, non c’¢ nulla da provare;
assumiamo quindi a # 0; in tal caso I’assioma c¢) garantisce che a ammette 'inverso
a~! rispetto alla moltiplicazione; utilizzando tale inverso si ottiene:
at(a-b)=a"-0,

da cui, stante la 1)

at-(a-b)=0,
e quindi, in forza della proprieta associativa del prodotto:
(a'-a)-b=0,
OVVero
1-b6=0

e resta provato che b = 0.
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3) La legge di annullamento del prodotto si puo reinterpretare esattamente come
la circostanza che il prodotto di due oggetti a, b entrambi diversi da zero, ¢ anch’esso
diverso da zero:

a#0eb#0 =a-b#0.
Cio significa proprio che K* e stabile rispetto al prodotto. Cio detto, in forza degli
assiomi b) e c), ¢ immediato riconoscere che (K*,-) ¢ un gruppo abeliano. Infatti,
I’operazione - ristretta a K* ¢ associativa e commutativa, e ammette ancora 1 come
elemento neutro: si noti infatti che 1 € K* in quanto 'assioma 2) garantisce che
1 # 0. Infine, osserviamo che dato € K*, allora anche il suo inverso 2! previsto
nell’assioma b) appartiene a K*, perche se fosse 7! = 0, dalla relazione

vor =1
seguirebbe
r-0=1
ovvero, in forza di 1)
0=1
il che viola I'assioma b). Pertanto ogni z € K* risulta invertibile (K*,-) con lo

stesso 2! come inverso, e con cid resta verificato che questa struttura algebrica &
un gruppo abeliano. O

Coerentemente con le convenzioni generali sui gruppi, dato un campo (K, +,-)
I'opposto di un elemento a, rispetto al gruppo (K, +), si denotera sempre con —a.
Se a # 0, il suo inverso rispetto alla moltiplicazione, ovvero il suo inverso in (K*,-), si
denotera sempre con a~!. Utilizzando la Prop. 1.14, sappiamo che dati a, b elementi
qualsiasi diversi da 0, si ha:

(a-b)t=at-bt=0b"1a".

Un’altra proprieta naturale che si deduce dagli assiomi di campo, e che lega tra
loro ’addizione e la moltiplicazione, e la seguente.

Proposizione 1.19. Se (K, +,-) € un campo, allora per ogni x € K risulta:
—x=(-1) .
DIMOSTRAZIONE:  Stante 'unicita dell’opposto di x nel gruppo (K,+), e la
commutativita di +, basta verificare che
(-1)-z+2z=0.
Ma cio e conseguenza della proprieta distributiva e della proposizione precedente:

() -z+z=(-1)-z+1-2=(-1+1)-2=0-2=0.
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Osservazione 1.20. Nei campi numerici, dato un numero a # 0, siamo abituati a

scrivere .

a
per denotare 'inverso a~! di a. Questa notazione ¢ ammissibile anche in un campo
astratto K. Inoltre, dati a,b € K con b # 0 si puo anche scrivere 7 in luogo di
a-b~t, ovvero in luogo di a - % Con questa notazione, dati a,b,c,d con ¢ # 0 e d # 0,

vale:

a ¢ a-c

b d b-d
dove il secondo membro ha senso in forza della legge di annullamento del prodotto.
Si lascia la verifica come esercizio.

2. SPAZI VETTORIALI

L’algebra lineare e la disciplina matematica il cui oggetto principale di studio e
la teoria degli spazi vettoriali e delle applicazion: lineari. Gli spazi vettoriali sono
oggetti di natura algebrica su cui non solo si puo fondare l'ordinaria geometria
elementare e le sue generalizzazioni, ma sono strutture basilari utilizzate in tutti i
campi della Matematica, della Fisica e numerose altre discipline. Uno dei temi piu
importanti dell’algebra lineare ¢ lo studio dei sistemi di equazioni lineari.

Sia K un campo. Denoteremo, in accordo con quanto discusso nel paragrafo
precedente, con 0 e 1 gli elementi neutri di K rispettivamente per la somma ed il
prodotto, che denotiamo sempre con + e -. Se z € K, allora —z denotera 'opposto
di z (rispetto alla somma) mentre se x € K*, usiamo 2! per denotare I'inverso di
x (rispetto al prodotto).

In precedenza abbiamo introdotto il concetto di operazione interna su un insieme.
Introduciamo ora un altro tipo di operazione, che coinvolge il campo K.

Definizione 2.1. Sia V' un insieme non vuoto. Chiameremo prodotto esterno o
moltiplicazione per gli scalari di K ogni applicazione del tipo

KxV =V
Per ogni coppia (A,v) con A € K e v € V| scriveremo
A
oppure piu semplicemente, omettendo il simbolo -:
AU
in luogo di -((\,v)).

Nel seguito quindi ammetteremo strutture algebriche su insiemi che presentino
operazioni di tipo misto, interne e/o esterne.
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Definizione 2.2. Si chiama spazio vettoriale sul campo K ogni struttura algebrica
(V,+,-), dove
+: VXV =V, KxV =V

sono rispettivamente un’operazione interna ed una esterna, dette operazioni di somma
e prodotto per scalari, verificanti le seguenti proprieta (assiomi di spazio vettoriale):

A) (V,+) & un gruppo abeliano.
B) 1l prodotto per scalari soddisfa, per ogni A\, uy € Kev € V:

1) A(pw) = (Ap)v
2) 1v =w.

C) Le due operazioni sono legate dalle seguenti relazioni, valide per ogni A, u € K
e per ogni v,w € V:

3) A+ p)v =+ pv
4) AMv 4+ w) = Av + Aw.

Notiamo esplicitamente che negli assiomi di spazio vettoriale sono coinvolte, ri-
conoscibili senza ambiguita, anche le operazioni di somma e prodotto del campo K.
In questo contesto gli elementi di K vengono di solito chiamati scalari.

Spesso uno spazio vettoriale (V, +, ) sara denotate semplicemente con il simbolo
V', sottintendendo le due operazioni di cui ¢ dotato. Diremo anche V' ¢ un K-spazio
vettoriale. Gli elementi di V' si diranno vettor: di V.

Nel caso in cui K = R, parleremo di spazio vettoriale reale, mentre se K = C, la
terminologia e spazio vettoriale complesso.

Se A e Kewv eV, il vettore Av ¢ detto prodotto di v per lo scalare A. L’elemento
neutro di V rispetto all’operazione di somma verra denotato con Oy o con 0 e sara
chiamato il vettore nullo di V.

Ricordiamo inoltre che I’assioma A) garantisce la validita delle proprieta commu-
tativa e associativa dell’operazione di somma; inoltre per ogni vettore v € V' esiste
un unico vettore —v € V tale che

U+ (—U) = OV;

tale vettore sara chiamato il vettore opposto di v.

ESEMPIO 2.3. Ogni campo K e dotato di una struttura canonica di spazio vettoriale
su se stesso; le operazioni sono esattamente quelle di somma e prodotto del campo;
quest’ultima infatti si puo interpretare, in questo caso, anche come operazione es-
terna.
Gli assiomi di campo garantiscono infatti la validita delle proprieta A) e B) e C).
Spesso tale spazio si chiama spazio vettoriale 1-dimensionale canonico su K o
anche retta sul campo K.
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ESEMPIO 2.4. Sappiamo che il piano cartesiano reale R? ha una struttura canonica
di gruppo abeliano, discussa nell’Esempio 1.15 Si definisce anche in modo naturale
una moltplicazione esterna - : R x R? — R? ponendo

A (:an) = ()\[B,)\y)

per ogni A € R e per ogni (z,y) € R? Risulta quindi che (R? +,-) ¢ uno spazio
vettoriale reale.

Per interpretare geometricamente le operazioni qui introdotte, e sufficiente rapp-
resentare ogni (x,y) mediante il vettore applicato O_P, dove P ¢ il punto di coor-
dinate (z,y). Dunque ogni elemento di R? ha due interpretazioni: punto o vettore.
Quando usiamo la seconda interpretazione, stiamo dando una veste geometrica ai
vettori dello spazio vettoriale R?. Come gia visto in precedenza, la somma di due
vettori corrisponde alla somma dei corrispondenti vettori applicati secondo la regola
del parallelogramma. Dato poi un vettore v = (z,y) € R? rappresentato da OP e

uno scalare A € R non nullo, allora A-v corrisponde al vettore geometrico O‘Ci dove
il punto @ e allineato con O e P, il rapporto delle misure dei segmenti OQ) e OP ¢

A, e il verso di O() e concorde con quello di OP se A > 0, mentre e il verso opposto
a quello di O? se A < 0.

Esempio 2.5. L’esempio precedente ammette una naturale generalizzazione. Dato

un campo qualsiasi K, possiamo introdurre una struttura di K-spazio vettoriale sul
prodotto cartesiano K? := K x K introducendo due operazioni

+: K*xK* = K? :KxK —K?
definite allo stesso modo di R? come segue:

(1, 91) + (22, 42) == (1 + T2, 1 +42),  Az,y) == (A, \y).

La verifica della validita degli assiomi di spazio vettoriale per (K2, +,-) non pre-
senta particolari difficolta. In particolare, I'associativita e la commutativita di +
vengono ereditate dalle analoghe proprieta della somma nel campo K (che viene
utilizzata contemporaneamente e separamente sulle due coordinate delle coppie di
scalari coinvolte).

Risulta che (K2, +) ¢ un gruppo, in quanto ammette la coppia:

(0,0)
come elemento neutro, e ogni (z,y) € K> ammette come opposto:
(_I7 _y)
Dunque (K2, +) ¢ effettivamente un gruppo abeliano. Si lascia al lettore la verifica
completa delle restanti proprieta B) e C) nella definizione di spazio vettoriale. A

titolo di esempio, controlliamo la prima delle B): se A\, u € K e (z,y) € K, allora per
definizione della moltiplicazione esterna risulta:

A, y)) = Mpx, py) = (Mpx), Apy) = (Apx, Aduy),
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e d’altra parte:
(Aw)(@,y) = ((Aw)z, (An)y) = (A, Apy).
In tale verifica ci siamo avvalsi della proprieta associativa del prodotto nel campo.

ESEMPIO 2.6. Generalizzando quanto fatto nell’esempio precedente, possiamo in-
trodurre una struttura di K-spazio vettoriale sul prodotto cartesiano di piu copie
del campo K, ovvero sull’insieme

Kt=Kx.--xK= e, Ty) |2 €K
, 1 {(@, oz |2 per ogni i}
n volte

Le operazioni di tale spazio vettoriale sono definite quindi come segue:
(X1, o)+ (Y1, Yn) = (1 Y1,y T+ Yn)s
My, .oy xn) = Az, Axy,).

11 vettore nullo é:

(0,0,...,0),
mentre per ogni vettore (z1,...,x,) € K" il suo opposto é:
(—21,...,—Tp).
In simboli:
—(x1, .y wn) = (=21, ., —Tp).

Lo spazio vettoriale K" sara chiamato spazio vettoriale n-dimensionale canonico
(talvolta numerico) sul campo K.

3. PRODOTTI DIRETTI

Siano V; e V5 spazi vettoriali sullo stesso campo K. Definiamo sul prodotto carte-
siano V) x V5 due operazioni

+: (Vi1 x Vo) x (V1 x Vo) = Vi X Vs, G Kx (VEx V) = V) x V4
nel modo seguente

(1) (Ul,Ug) + (’LUl,UJQ) = (’Ul -+ w1, Vg + U)g), )\(Ul, UQ) = ()\Ul, )\Ug).

E facile verificare che tali operazioni godono delle proprieta A), B) e C) della
Definizione 2.2. In particolare, riguardo A), I’elemento neutro per la somma ¢ la
coppia (0Oy;,0y,); per ogni vettore (vy,v2) € Vi x V4, il suo opposto ¢ la coppia
(—v1, —v2).

Definizione 3.1. Lo spazio vettoriale V; x V5 dotato delle operazioni (1) si chiama
prodotto diretto di V} e V5.
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4. SPAZI VETTORIALI DI FUNZIONI

Introduciamo ora un’altra importante tipologia di spazi vettoriali. Siano X un
insieme non vuoto e V' uno spazio vettoriale sul campo K. Denoteremo con

VX
Iinsieme di tutte le funzioni F' : X — V. Su tale insieme si definiscono in modo
naturale un’operazione interna di somma e una moltiplicazione esterna per scalari,
come segue. Date due funzioni F': X — V e G : X — V, allora la funzione somma
F + G si definisce come la funzione denotata con F' + G : X — V che opera come
segue:
(F 4+ G)(x) = F(x) + G(x) VzeX.

Invece se F': X — V e A € K, allora il prodotto X - F' si definisce come la funzione
A F: X — V tale che:

(A F)(z) .= AF(x) VzelX.

Risulta allora che (V¥ +,-) & uno spazio vettoriale sul campo K. Si osserva che le
proprieta di associativita della somma tra funzioni discende dall’analoga proprieta
della somma tra vettori di V. Lo stesso vale per quel che riguarda la proprieta
commutativa.

Il vettore nullo di tale spazio e la funzione costante di valore 0y, che denotiamo
con Oy x. Dunque si tratta della funzione definita da:

Oyx(z) :=0y Ve X,

che associa ad ogni x il vettore nullo di V.
Infatti, risulta che
F + va - F

in quanto per ogni x € X, calcolando il valore in x della funzione somma F' + Oy x
si ottiene:

(F'+ 0yx)(z) = F(x) + Oyx(2) = F(z) + 0y = F(z).
Per ogni F': X — V il vettore opposto —F' ¢ la funzione cosi definita:
(—F)(z) :=—F(z) VzelX,

che associa cioé ad ogni punto z in X il vettore opposto di F'(x) in V. Anche in
questo caso la verifica di cio consiste nel giustificare un’uguaglianza tra funzioni:

F + (—F) - va.
Questa uguaglianza sussiste in quanto per ogni x € X si ha:
(F+ (=F)(x) = F(z) + (=F)(z) = F(x) = F(z) = Oy,

La verifica della validita di tutti gli altri assiomi di spazio vettoriale per tale
struttura algebrica (VX, 4+, ) & un esercizio molto istruttivo per prendere confidenza
con la nozione di spazio vettoriale.
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5. MATRICI

Discutiamo ora un altro esempio fondamentale di spazio vettoriale. Sia K un
campo e siano m, n interi positivi.

Definizione 5.1. Una matrice A di tipo m x n (oppure (m,n)) a coeflicienti in K
e una tabella rettangolare costituita da m - n elementi di K disposti in m righe ed n
colonne, e rappresentata nel modo seguente:

1 1 1
al a2 P a/n
Z a - a

(2) A= \
m m m

ap Qs Qp

Si scrive anche in modo compatto A = (a§)1§i§m o piu semplicemente A = (a;)
1<j<n

Nella scrittura A = (a}) converremo sempre che I'indice in alto (in basso) indichi la
riga (risp. la colonna) occupata dall’elemento a}. L’insieme di tutte le matrici di
tipo m x n ad elementi in K verra denotato col simbolo M,, ,,(K).

Se m = n, tale insieme si denota piu semplicemente con M,,(K) e i suoi elementi
sono detti matrici quadrate di ordine n.

Una matrice (a1 ... a,) di tipo 1 xn & chiamata vettore riga (di lunghezza n) ed &

identificata con il vettore (ay,...,a,) dello spazio K"”. Analogamente, ogni matrice
a1
a2

e detta vettore colonna ed & identificabile anch’essa con (aq, ..., a,) € K™.

am
Nel seguito tali identificazioni saranno utilizzate spesso senza ulteriori commenti.

Fissato i € {1,...,m}, I'i-ma riga di A & dunque la matrice di tipo 1 x n
AW — (ai ag afl)
mentre, fissato j € {1,...,m}, la j-ma colonna di A & la matrice di tipo m x 1:

1
a4
b

A =1 .

4

Possiamo rappresentare A per colonne nel modo seguente:

A=(Aw Ag - Aw)
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oppure per righe:
A

A®)
A P

A(m)

Teorema 5.2. L’insieme M, ,(K) ammette una struttura canonica di spazio vetto-
riale su K, le cui operazioni di somma e prodotto esterno sono definite come seque:
per ogni A = (aj), B = (b;) e A € K si pone:

A+ B :=(d +1b), MA:=(\d)).

Lasciamo al lettore la cura di verificare, per le operazioni descritte sopra, la va-
lidita degli assiomi A), B) e C) della definizione di spazio vettoriale. Ci limitiamo a
mettere in evidenza due fatti salienti: il vettore nullo dello spazio vettoriale M,, ,(K)
in questione ¢ la matrice nulla ovvero la matrice, denotata semplicemente con 0, i
cui elementi sono tutti uguali allo zero di K:

00 --- 0
00 --- 0
0:=
00 --- 0
Per ogni A = (a}) € M, »(K), il vettore opposto di A in M,,,(K) & la matrice
—A= (—a;-).

D’ora in avanti considereremo sempre l'insieme M,, ,(K) munito della struttura di
spazio vettoriale appena descritta.

6. PROPRIETA ELEMENTARI DEGLI SPAZI VETTORIALI

Prima di procedere oltre, mettiamo in evidenza alcune proprieta basilari degli
spazi vettoriali che si deducono dagli assiomi.

Proposizione 6.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Allora per ogniv € V
e per ogni A € K, risulta:

a) A0y = Oy

) Ov = OV

¢) —v = (-1,

d)

A =0y = A=0Vv=0y.

DIMOSTRAZIONE: a) Abbiamo A0y = A(Oy + Oy) = A0y + A0y da cui, per la
legge di cancellazione: 0y = A0y .

b) Possiamo scrivere 0v = (0 + 0)v = Ov + Ov da cui ancora per la legge di
cancellazione Oy = Ov.
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c¢) Per I'unicita dell’opposto di v nel gruppo abeliano (V,+), si tratta di provare
che

Infatti,
v+ (—lv=1v+ (-1)v=(1—-1)v=0v =0y
dove 'ultimo passaggio e giustificato dalla proprieta b) gia provata.
d) Si supponga Av = 0y. Se A = 0, la tesi & provata. Supponiamo quindi A # 0;
allora esiste I'inverso A~! di X in K. Dalla relazione A\v = 0y moltiplicando ambo i
membri per A\~! otteniamo

AHw) = Aoy
da cui per la a):
(A Ao = 0y
che possiamo riscrivere
lv =0y

ovvero v = Oy.
O

7. SOTTOSPAZI
Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione 7.1. Un sottoinsieme non vuoto W di V' si dice sottospazio vettoriale
di V se e stabile rispetto ad entrambe le operazioni 4+ e - di V, il che significa che
sono soddisfatte le seguenti condizioni:

a) Vu,ve W: u+veW.
b) Vu e WYAeK: AueW.

La terminologia “sottospazio” ¢ chiarita dalla seguente proposizione.

Proposizione 7.2. Sia W C V un sottospazio vettoriale del K-spazio vettoriale
V. Allora si ha che Oy € W. Inoltre W eredita in modo canonico una struttura di
spazio vettoriale su K, le cui operazioni sono ottenute dalle operazioni dello spazio
vettoriale ambiente V' per restrizione.

DIMOSTRAZIONE: Sia u € W allora, utilizzando la proprieta b) di sottospazio,
abbiamo che anche il vettore opposto —u appartiene anch’esso a W, in quanto,
ricordando quanto stabilito nella Prop. 6.1, possiamo scrivere —u = (—1)u € W.
In particolare, fissato un tale elemento u € W (& possibile perche W non ¢ vuoto),
usando la proprieta a) si evince che 0y € W infatti:

OV:U+<—U)€W.
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Con cio resta provata la prima affermazione. Le condizioni a) e b) permettono di
restringere le operazioni di somma e prodotto esterno su W, ottenendo le operazioni
indotte
+ WxW =W, :KxW —->W

con cui si opera allo stesso modo. Come sappiamo, 'operazione di somma cosi
ottenuta continua a essere associativa e commutativa sull’insieme stabile W. Evi-
dentemente 0y ¢ anche elemento neutro di (W, +) e ogni u € W risulta invertibile
in (W, +) grazie al fatto, gia stabilito, che —u € W. Dunque (W, +) & un gruppo
abeliano. Infine, le proprieta B) e C) nella definizione di spazio vettoriale sono an-

cora manifestamente soddisfatte anche dalle operazioni qui coinvolte, ristrette a W.
O

ESEMPIO 7.3. Pensando a R? come ad un piano cartesiano, abbiamo che ogni retta
r C R? passante per I'origine & un sottospazio vettoriale di R2.

Infatti, supponiamo che r abbia equazione:
r:ar+by =0,
dove le costanti reali a,b non sono entrambe zero. Dunque r ¢ il luogo geometrico:
r={(r,y) € R*: ax + by = 0}.
Dati (z1,y1) € r e (z2,y2) € 7, bisogna verificare innazitutto che

(xbyl) + (33'2, y2) er.
Infatti, per definizione (x1,y1) + (22, y2) = (x1 + T2, y1 + y2) e risulta

a(xy 4+ x2) + b(y1 + y2) = (axy + byr) + (axs + bys) =0+ 0 = 0.

Analogamente, se A € Re (z1,y1) € r, allora anche A(z1,y1) = (Ax1, A\y1) appartiene
alla retta perche

a(Ax1) +b(A\y1) = AMaxy +by;) =A-0=0.

Questo esempio ci fa intuire che la stessa nozione di retta, cosi come quella di
piano, e tutta la geometria elementare si possono fondare, in modo indipendente dal
metodo assiomatico classico, sulla nozione di spazio vettoriale reale.

ESEmMPIO 7.4. Una matrice quadrata A = (aj») di ordine n a coefficienti in un campo
assegnato K si dice simmetrica se:

i g ..
ay = aj, per ogni i,j € {1,...,n}.

Cio significa che gli elementi della matrice sono disposti in modo simmetrico
rispetto alla cosiddetta diagonale principale, formata dagli ingressi del tipo al, ..., a”

) n’
aventi indice riga e colonna uguali.



23

Cosi ad es. la generica matrice simmetria 3x3 e del tipo:

1 1 1
“ofs
az dz as

Non ¢ difficile verificare che l'insieme Sym,,(K) di tutte le matrici simmetriche
di un fissato ordine n & un sottospazio vettoriale di M, (K). Infatti, tale insieme &
non vuoto in quanto la matrice nulla 0 ¢ banalmente simmetrica. Date due matrici
simmetriche A = (a}) e B = (), allora A + B ¢ simmetrica in quanto

ai+b =al +1.
Analogamente, per ogni A € K e A = (a}) € Sym,(K), risulta che anche A\A ¢
simmetrica avendosi ' .
Aaj = Aaj.
In particolare, si ottiene anche Sym,(K) e canonicamente uno spazio vettoriale su
K.

8. SOMMA E INTERSEZIONE DI SOTTOSPAZI

Discutiamo ora due metodi standard per costruire sottospazi vettoriali di uno
spazio vettoriale assegnato.

Proposizione 8.1. Siano U e W due sottospazi di un assegnato K-spazio vettoriale

V.
a) Il sottoinsieme di V' definito da
U+W: ={ut+wluelU, we W}
e un sottospazio vettoriale di 'V, detto somma di U e W.

b) L’intersezione insiemistica U N W & un sottospazio vettoriale di V.

DIMOSTRAZIONE:

a) Naturalmente U + W # () perché entrambi i sottospazi non sono vuoti. Con-
siderati due vettori u + w e ' +w' di U + W, dove u,u € U e w,w’ € W, allora:

(utw)+ W +uw)=@u+d)+(w+w)eU+W
perche sia U che W sono stabili rispetto alla somma. Analogamente, dato uno
scalare A si ha
AMu~+w) = (Au) + (Aw) e U+ W.
b) L’intersezione in questione ¢ non vuota, in quanto il vettore nullo appartiene
a entrambi i sottospazi. Dati due vettori v e w in U N Wallora il vettore u + w
appartiene ad U, in quanto U ¢ sottospazio, e i vettori in questione vi appartengono;

per lo stesso motivo u + v appartiene anche a W, dunque appartiene a U N W. Lo
stesso argomento mostra che, se A € K e u € UNW, anche Au appartiene a U N W.
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O

Si osservi che risulta:
UcU+WwW, WcU+W,

perche ogni vettore u di U puo essere scritto nella forma u = v+ 0y e analogamente
per W.

9. COMBINAZIONI LINEARI DI VETTORI

Definizione 9.1. Siano V' un K-spazio vettoriale e
Vi, ...,V

una sequenza finita di vettori di V. Si chiama combinazione lineare dei vettori
vy, ...,V ogni vettore del tipo

)\11)1 + - +>\k7}k

dove Ai,..., A\, sono arbitrari scalari, detti coefficienti della combinazione lineare.

ESEMPIO 9.2. Ad esempio tutte le combinazioni lineari dei vettori
(1,2,0),(0,0,1), (+/2,0,v/3)
di R3 sono i vettori del tipo:
(o + V27,20, B+ V37)

al variare di o, 3,7y in R.
Invece, date le funzioni sin : R — R, cos : R — R, pensate come vettori di R¥,
ogni funzione del tipo:

f(z) = asin(x) + bcos(x),

con a e b costanti reali, ¢ una loro combinazione lineare.

Sussiste la seguente caratterizzazione dei sottospazi, che utilizza la nozione di
combinazione lineare di due vettori:

Proposizione 9.3. Sia W un sottoinsieme non vuoto di un K-spazio vettoriale V.
Allora sono proprieta equivalenti:

a) W ¢é sottospazio vettoriale di 'V ;
b) Per ogni u,v € W e A\, p € K si ha Au+ pv € W.

Si lascia la verifica come esercizio.
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10. SOTTOSPAZIO GENERATO DA UN NUMERO FINITO DI VETTORI

Definizione 10.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia vy, ..., v,,, m > 1,
una successione finita di vettori.
Si chiama sottospazio vettoriale di V' generato da vy, ..., v, il sottoinsieme di V'

L(vy, ... vm) == { v+ + Apom] A1, .o, A € K}

costituito da tutte le combinazione lineari dei vettori vy, ..., v,,.
Notiamo che L(vy,...,v,,) ¢ effettivamente un sottospazio di V. Chiaramente
L(vq,...,vy) non & vuoto; notiamo in particolare che 0 € L(vy, ..., v,,) in quanto

0=0v; + -+ Ovp,.
Date due combinazioni lineari © = A\jvy + -+ + AU € W = (101 + -+ + VU, la
loro somma ¢ ancora una combinazione lineare degli stessi vettori, infatti:
u+w=(ANvy + -+ Ap) + (01 4 -+ )
<)\11)1 + Pllvl) +oe At ()‘mvm + ,um’Um) =
(A 4+ p)vr 4+ -+ (A + o) U

Si noti I'utilizzo delle proprieta commutativa e associativa della somma e dell’assioma
C) di spazio vettoriale. Analogamente, per ogni A € K abbiamo

(3) A= AAv1+ -+ Apm) = (AA)vr + -+ (AN v
per cui anche \u appartiene a L(vy, ..., 0py).
Notiamo esplicitamente che ciascun vettori v; della sequenza appartiene a L(vy, . . ., Uy, ),

potendosi scrivere

v; = 0vy + -+ + 001 + 1v; + 0041 + - -+ + Ovy,.

Sussiste anzi la seguente proprieta:

Proposizione 10.2. Data una sequenza di vettori vy, ..., v, dello spazio vettoriale
V' ed un sottospazio vettoriale W di V' contenente tutti v vettori vy, ..., vy, st ha che

L(Ul,...,’Um) CcW.

Dunque il sottospazio generato da vy, ..., v, € il pit piccolo sottospazio che contiene
gli stessi vettori.

DIMOSTRAZIONE: Basta osservare che ogni vettore del tipo A\jv; + -+ + A\, v,
deve appartenere a W in quanto, stante I'ipotesi su W, per definizione di sottospazio
vettoriale ogni \;v; vi appartiene e W e stabile rispetto all’operazione di somma. O
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11. APPLICAZIONI LINEARI

Nello studio degli spazi vettoriali e essenziale lavorare con funzioni che permettano
di mettere in relazione spazi diversi non solo come insiemi, ma tenendo conto della
struttura algebrica aggiuntiva.

Definizione 11.1. Siano V e V' due spazi vettoriali sullo stesso campo K. Un’ ap-
plicazione F' : V — V' si dice K-lineare o semplicemente lineare se ha le proprieta
seguenti:

1) Yu,veV: F(u+v)=F(u) + F(v).
2) YweVVieK: F(\v) = AF(v).

Ogni applicazione lineare deve soddisfare il seguente vincolo:

Proposizione 11.2. Sia F : V — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali.
Allora
F(Oy) = 0y.

DIMOSTRAZIONE: Infatti,
Utilizzando la legge di cancellazione nel gruppo (V', +) segue che 0y = F(0y). O

ESEMPIO 11.3. Sono lineari tutte le funzioni R — R del tipo:
r € R— ax,
dove a € R ¢ una costante assegnata. Si noti che invece un polinomio di primo grado
reER—ar+D

con b # 0 non ¢ lineare secondo la definizione che abbiamo introdotto, stante la
proposizione precedente.

ESEMPIO 11.4. Ogni funzione polinomiale F' : R? — R del tipo
F(z,y) == ax + by
con a, b costanti assegnate, e lineare.

La verifica di questo fatto ricalca quanto fatto nell’Es. 7.3 per giustificare che ogni
retta per l'origine & un sottospazio vettoriale di R2. Infatti, dati i vettori (x1,%) e
(22, yo) risulta:

F((z1, 1) + (22,92)) = F(x1 + 22,91 + y2) = a(z1 + 22) + b(y1 + y2) =
= (azy + by1) + (azg + by2) = F(z1,y1) + F (72, y2).
E ancora in modo simile:

F(\z1,11)) = F(Az1, A\y1) = a(Azq) + b(Ayr) = Mazy + byy) = AF(z1,11)-
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Osservazione 11.5. Notiamo che ogni applicazione lineare F' : V' — V' soddisfa
anche:
F(u—v)=F(u) — F(v),
per ogni u,v € V.
Infatti: F(u—v) = F(u+ (=1)v) = F(u) + (=1)F(v) = F(u) — F(v).

Ad ogni applicazione lineare si associa in modo naturale un insieme notevole di
vettori, definito come segue:

Definizione 11.6. Sia F': V — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali.
Si chiama nucleo di F' il seguente sottoinsieme di V:

Ker(F) :={veV|F(v) =0y }.

Il seguente risultato ¢ basilare:

Teorema 11.7. Sia F : V. — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali.
Allora:

1) Ker(F) ¢é un sottospazio vettoriale di V.

2) F ¢ ingettiva <= Ker(F) = {0y}.

DIMOSTRAZIONE: a) Sappiamo che Oy € Ker(F), per cui Ker(F) ¢ non vuoto.
Siano u,v € Ker(F); allora
e ci0 mostra che u + v € Ker(F'). Inoltre, dato un arbitrario scalare A abbiamo:

F()\u) = )\F(U) = )\OV/ = OV/.

b) Cominciamo con l'osservare che I'inclusione {0y} C Ker(F') ¢ sempre vera.
Supponiamo dapprima che F' sia ingettiva. Sia u € Ker(F); allora F(u) = Oy,
ovvero stante la Prop. 11.2:

F(u) = F(Ov),
da cui u = Oy per l'ingettivita di F'. Resta cosi provato che Ker(F) = {0y }.

Supponiamo ora Ker(F') = {0y }; siano u,v € V tali che
F(u) = F(v).
Utlizzando le proprieta del gruppo (V' +), segue:
F(u) — F(v) = 0y

e quindi

F(u—wv) =0y,
pertanto u — v € Ker(F') e per Iipotesi segue necessariamente che v — v = Oy,
ovvero u =v. U
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Tornando all’esempio delle rette per lorigine in R?, ogni retta del piano di as-
segnata equazione r : ax + by = 0 coincide con il nucleo dell’applicazione lineare
F :R? — R di cui nell’esempio precedente. Quindi il fatto che ogni retta in questione
¢ uno spazio vettoriale ¢ fondato su un principio generale.

Si noti anche la seguente caratterizzazione delle applicazioni lineari, che coinvolge
combinazioni lineari di vettori:

Proposizione 11.8. Sia F' : V. — V' un’applicazione tra due K-spazi vettoriali.
Sono proprieta equivalenti:

a) F ¢é lineare;

b) Per ogni \,p € K e u,v € V' si ha: F(Au+ pv) = AF(u) + pF'(v).

La dimostrazione € un esercizio: per provare che b) implica a), basta particolariz-
zare b) nel caso A = =1 e nel caso p = 0.

EsEmPIO 11.9. (Proiezioni) Fissato n > 1, le n funzioni
pi K" =K, pi(z,...,2,) =2, 1<i<n

che associano ad ogni vettore di K" la sua coordinata ¢-ma sono tutte lineari. Esse
si chiamano proiezioni naturali o semplicemente proiezioni.
La verifica di cio e semplice: dati z = (x1,...,2,) e y = (y1,...,Yn) € due scalari
A, o allora:
AT+ py = Az + 1y, - AT+ [y - AT+ (1Y)
sicche
pi(AT + py) = Axi + pyi = Api(x) + ppi(y)-

12. MONOMORFISMI, EPIMORFISMI E ISOMORFISMI

Definizione 12.1. Si consideri un’applicazione lineare F': V' — V' tra due K-spazi
vettoriali.

Se F' e ingettiva, prende il nome di monomorfismo, mentre se ¢ surgettiva
prende il nome di epimorfismo; infine, se F' ¢ bigettiva, essa prende il nome di
isomorfismo.

Sappiano che i monomorfismi sono caratterizzati dall’avere nucleo banale; gli
epimorfismi si caratterizzano, stante la definizione, mediante un altro sottospazio
notevole:

Definizione 12.2. Sia F' : V — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali.
Si chiama immagine di F il sottoinsieme I'm(F) := F(V) di V'. Pertanto:

Im(F)={F(v)|veV}.
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Dunque F' ¢ un epimorfismo se e solo se Im(F) =V'.

Proposizione 12.3. Per ogni applicazione lineare F : V. — V' Im(F) é un sot-
tospazio vettoriale di V.

La dimostrazione ¢ semplice: dati due vettori ' = F(u) e v = F(v) di Im(F) e
due scalari A e p risulta:

M+ ' = AF(u) + pF(v) = F(Au+ po) € Im(F).

Due K-spazi vettoriali V' e V' si diranno isomorfi se esiste almeno un isomorfismo
F:V — V' In tal caso, scriveremo

Vv
o anche, volendo mettere in evidenza un particolare isomorfismo:

F: V5V,

Due spazi vettoriali isomorfi sono da considerarsi due diverse manifestazioni del
medesimo oggetto matematico; dal punto di vista dell’algebra lineare, essi avranno
le stesse proprieta e si potranno opportunamente identificare.

Vale il seguente risultato, la cui dimostrazione ¢ un utile esercizio:

Teorema 12.4. Sia F : V. — V' un isomorfismo. Allora anche ['applicazione
inversa F~1 : V' — V ¢ lineare, e quindi é anch’essa un isomorfismo.

Concludiamo questo paragrafo con la seguente osservazione:

Proposizione 12.5. Sia F : 'V — V' un’applicazione lineare tra due K-spazi vet-
toriali. Allora F trasforma combinazioni linear: di vettori in combinazioni line-
ari delle rispettive immagini, mantenendo gli stessi coefficienti. QOuvvero per ogni
V1, ...,0 €V e per ogni Ay, ..., \p € K si ha:

F\ur + -+ Mvg) = M F(v1) + - + M F (o).

Per provarlo ¢ sufficiente applicare piu volte la b) della Proposizione 11.8. Una
dimostrazione piu rigorosa si puo fare agevolmente per induzione sul numero k& dei
vettori coinvolti.

13. ULTERIORI PROPRIETA DELLE APPLICAZIONI LINEARI

Proposizione 13.1. Sia F : V — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali.
Sia U un sottospazio vettoriale di V. Allora:

a) la restrizione F|y : U — V' ¢& lineare.
b) Limmagine F(U) di U ¢é sottospazio vettoriale di V.
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DIMOSTRAZIONE: a) La dimostrazione ¢ immediata, in quanto la restrizione di
F opera come F' sui vettori di U: quindi per ogni u,w € U e A, u scalari abbiamo
ancora

Fly(Au + pw) = F(Au + pw) = AF(u) + pF(w) = AF|y(u) + pF |y (w).
b) Ricordiamo che, per definizione:
F(U) = {F(u)|ue U},
e chiaramente tale insieme coincide con I'm(F|y), avendosi:
{F(u)]ue U} ={Fly(u)ueU}.
a

La seguente proprieta ¢ fondamentale nella teoria degli spazi vettoriali.

Teorema 13.2. Siano V, V' e V" spazi vettoriali sullo stesso campo K e siano
F.V SV, G:V — V" applicazioni lineari. Allora anche Go F :' V — V" ¢
lineare.

DIMOSTRAZIONE: Siano u,v € V' e A, i scalari. Allora si ha:
(Go F)(Au+ pv) = G(F(Au+ pw)) = G(AF (u) + pF(v))
= AG(F(u)) + pG(F(v)) = NG o F)(u) + u(G o F)(v).
O

Occupiamoci ora di ulteriori importanti proprieta delle applicazioni lineari, che
coinvolgono le operazioni di somma di funzioni e moltiplicazione di scalari per fun-
zioni, gia considerate nel §4.

Proposizione 13.3. Siano V e W due K-spazi vettoriali.

a) Se F :' V- W eG:V — W sono due applicazioni lineari, allora anche
F+G:V — W e lineare.

b) Se F: V. — W ¢ un’applicazione lineare e A € K, allora anche A\F ¢ lineare.

DIMOSTRAZIONE: a) Date le applicazioni lineari F: V — W e G:V — W, due
vettori u,v di V' e scalari A, p, si tratta di verificare che:

(F+G)(Au+ pv) = MF + G)(u) + p(F + G)(v).

Infatti, per definzione della funzione somma F + G, e la linearita delle due funzioni
abbiamo:

(F 4+ G)(Au+ pv) = F(hu + pv) + GAu + pv) =
AF(u) + pF(v) + AG(u) + pG(v) =

AF (u) + G(uw) + p(F(v) + G(v)) =

AME +G)(u) + p(F + G)(v).



31

La verifica di b) ¢ simile:
(AF)(au + Bv) = A(F(au + pv)) = MaF(u) + BF(v)) =
A F (u) + ABF (v) = aAF(u) + BAF(v) = a(AF)(u) + B(AF)(v).
O

Fissati i due spazi vettoriali V' e W sullo stesso campo K denoteremo con il simbolo
Hom(V, W)
I'insieme di tutte le applicazioni lineari da V' in W, ovvero
Hom(V,W):={F:V — W|F ¢ lineare }.

Si tratta di un sottoinsieme dello spazio vettoriale WV di tutte le funzioni F: V —
W: esso e certamente non vuoto, perche 'applicazione nulla 0 : V' — W e lineare.
Le proprieta a) e b) appena stabilite garantiscono quindi che:

Corollario 13.4. Dati due K-spazi vettoriali, Hom(V, W) é un sottospazio vetto-
riale di WV

In particolare anche Hom(V, W) & canonicamente un K-spazio vettoriale, in cui
le operazioni di somma tra funzioni lineari e moltiplicazione per scalari sono esat-
tamente quelle discusse sopra. Il vettore nullo di tale spazio e la funzione nulla
0:V —=1W.

Concludiamo questo paragrafo discutendo le seguenti proprieta utili che coinvol-
gono somme e composizioni di applicazioni lineari:

Proposizione 13.5. Siano F :V — V' e G : V — V' due applicazioni K-lineari
eT :U —V, L:V' = W due altre applicazioni lineari, dove U e W sono altri
K-spazi vettoriali. Allora:

(F+G)oT=FoT+GoT, Lo(F+G)=LoF+LoQG.

DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione e ancora una semplice applicazione della
definizione di somma di due funzioni; ad esempio, per ogni v € U si ha:

(F+G)oT)(u) = (F+G)(T(u)=F(T(u)+G(T(u) =
= (FoTl)(u)+(GoT)(u)=(FoT+ GoT)(u).
Similmente, per ogni v € V ricaviamo che:
(Lo (F+G))(v) = L((F+G)(v) = L(F(v) +G(v)) = L(F(v)) + L(G(v)) =
(Lo F)(u)+ (LoG)(v) = (LoF+LoG)(v)
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14. LA BASE CANONICA DI K"

Lo spazio vettoriale K™ contiene un insieme di vettori particolarmente importante;
esso costituisce il prototipo della nozione di “base” di uno spazio vettoriale qualsiasi
che verra studiata in seguito.

Definizione 14.1. Sia n > 1. Si chiama base canonica di K" la sequenza di n
vettori

€1,...,€En
cosl definiti:
(4) e1:=(1,0,...,0), es:=(0,1,0,...,0),....e,:=(0,0,...,0,1).
Dunque per ogni j € {1,...,n}, il vettore e; ha tutte le coordinate nulle tranne

la j-ma che coincide con 1.
Ad esempio, la base canonica di K? ¢ costituita dai vettori

e; == (1,0), e :=(0,1).

Nel caso n = 1, corrispondente al campo K pensato come spazio vettoriale, ab-
biamo 'unico vettore e; = 1.

€y — (O, 1)

Y

O €1 :(1,0)

[Nlustriamo ora una proprieta fondamentale della base canonica:

Teorema 14.2. Ogni vettore x = (x1,...,2,) € K" si puod scrivere in modo unico
come combinazione lineare dei vettori della base canonica, nel modo sequente:

(5) r=mx61+ -+ ax0e, = inei,
=1

1 coefficienti della combinazione lineare essendo le coordinate stesse del vettore.
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DIMOSTRAZIONE: La verifica di (5) & semplice: sviluppando il secondo membro
abbiamo

riep + -+ Tpep =
21(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + - -+ + 2,(0,0,...,0,1) =
(21,0,...,0)+ (0,29,...,0) +---4+(0,0,...,0,2,) =
(1404 +0,0+254+0+ 40, 04 +0+42z,) =
(x1,T9, ..., xy).
Riguardo 'unicita della decomposizione, supponiamo che x si possa anche scrivere
T =MAep+ -+ Aep

mediante altri coefficienti; osserviamo che in base a quanto appena provato, il se-
condo membro di questa uguaglianza altri non e che il vettore (A, ..., \,), quindi
abbiamo

(QTl,[L'Q,...,JTn) = ()\1,...,)\n)

e pertanto necessariamente \; = x; per ogni ¢ =1,...,n. O

Come applicazione di questo risultato, determiniamo esplicitamente tutte le ap-
plicazioni lineari K* — K, dove n > 1 & un intero fissato.

Teorema 14.3. Sia n > 1 un intero. Allora le applicazioni lineari F' : K" — K
sono tutte e sole le funzioni del tipo

(6) F(zy,...,x,) == a121 + - -+ + apx,
L dove aq, . ..,a, sono delle costanti appartenenti al campo K. Data inoltre una tale

funzione, risulta a; = F(e;).

DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione del fatto che ogni funzione F' del tipo (6) &
effettivamente un’applicazione lineare puo farsi direttamente, oppure si puo far uso
delle proiezioni p; : K® — K, 7 = 1,...,n e osservare che

F=aipi+ -+ appy.
Infatti per ogni si ha a;p;(x) = a;p;(z) = a;x; e quindi
F(x) = a1y + - ap@p = ap1 (@) + -+ anpp(@) = (@1p1 + -+~ anpn) (@)

Siccome le p; sono lineari possiamo concludere che anche F' e lineare.
Proviamo ora il viceversa. Sia assegnata ora un’applicazione lineare F': K" — K.
Utilizzando il fatto che

=216+ -+ xTn€y
otteniamo, applicando la Proposizione 12.5:
F(z)=xF(e1) + -+ x,F(en)

da cui segue che F' ¢ della forma richiesta (6), ponendo a; := F'(e;) per ogni i.
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Infine, data una qualsiasi funzione del tipo (6), ¢ immediato dalla definizione che
F(e;) = a;: infatti, 'unica coordinata non nulla di e; & la i-ma e quindi
Fle;)=a1- 0+ +a;-1+-+a, -0=a,.
O
Vale la pena osservare esplicitamente che, stante il risultato appena provato, ogni
funzione lineare F' : K® — K & completamente determinata dagli n scalari a; =

F(e;). La stessa cosa si puo riformulare anche sotto forma di criterio di uguaglianza
tra due funzioni lineari F, G : K" — K:

Consideriamo ora lo spazio Hom (K", K™), determinandone in modo esplicito tutti
gli elementi:

Teorema 14.4. Dati due intert n,m > 1 le applicazioni lineari F' : K" — K™ sono
tutte e sole le funzioni del tipo

(7) F(z):= (Fi(x), -, Fu(z)), Vr=(x1,...,2,) € K",
dove le Fy, ..., F,, sono tutte funzioni lineari F; : K" — K.

Cosi, ad esempio le seguenti sono funzioni lineari FF € Hom(R3 R?), e G €
Hom(R? R3):
1

Nel caso di questa F' abbiamo Fi(z,y,2) =z + 3y + 2z e Fa(x,y,2) = y — /32, tali
funzioni R* — R essendo lineari in base al Teorema 14.3.

DIMOSTRAZIONE: Ogni funzione del tipo (7) € lineare, grazie alla linearita di
tutte le F;; infatti dati z,y € K" e scalari A, p risulta:
FQz + py) = (Fi(Az + py), ..., Fo(Ar + py)) =
(AF1(z) + pF1(y), - - AF(z) + nFn(y)) =
(AFL(2), ., AF(@)) + (WFL(y), - - - nFn(y)) =
AF (), Fo(2) + p(F1(y), - Fin(y)) =
AF(z) + pF(y).
Viceversa, sia assegnata una qualunque applicazione lineare F' : K* — K™; per
ogni z € K", denotiamo con Fi(z),..., F,(x) le m coordinate del vettore F(x) €
K™, che sono univocamente determinate. Quindi restano definite m funzioni scalari

Fi, ..., F, : K™ — K: ciascuna F; associa ad x la i-ma coordinata del vettore F'(z).
Per costruzione, abbiamo pertanto:

F(:L’) = (Fl(x)v e >Fm($))



35

per ogni x € K". Resta da controllare che tali funzioni F; sono lineari. Basta notare
che esse non sono altro che le funzioni composte:

F; = bi© F7
dove per ogni i =1,...,m, p; : K" — K ¢ la -ma proiezione

Pi(Y1s - Ym) = Vi
Per concludere basta utilizzare il fatto che la composizione di applicazioni lineari e
lineare. O
Data una funzione F': K* — K™ data dalla (7), scriveremo
F=(F,....,F,)

e chiameremo le Fj le funzioni componenti di F.

Notiamo ancora esplicitamente che una funzione lineare F' : K* — K™ & comple-
tamente determinata dai valori che assume sulla base canonica eq,...,e, di K”; in
altri termini, se G : K™ — K™ & un’altra applicazione lineare, allora

F=G < F(e;) =G(e;) i=1,...,n.

Questo segue immediatamente dall’analogo criterio di confronto per le funzioni co-
ordinate F; e Gj.

15. IL PRODOTTO RIGHE PER COLONNE TRA MATRICI

Si definisce ora un’operazione fondamentale tra matrici, detta prodotto righe per
colonne; come vedremo, essa ¢ strettamente correlata con l'operazione di compo-
sizione di applicazioni lineari.

Consideriamo dapprima il caso pitt semplice che coinvolge un vettore riga e un
vettore colonna.

b
2

Definizione 15.1. Siano A = (a; ... a,) un vettore riga e B = [ . | un vettore
br

colonna della stessa lunghezza n > 1, a coefficienti nello stesso campo K. Si definisce

il loro prodotto AB come lo scalare

AB = a1b; + azbg + - - - +(lnbn e K.

E chiaro che questa operazione di prodotto ¢ direttamente connessa con la nozione
di applicazione lineare. Consideriamo infatti una generica applicazione lineare F' :
K" — K. Sappiamo che una tale funzione & del tipo (6), ed & completamente
determinata dagli n scalari ay, ..., a,. Possiamo rappresentare quindi tale funzione
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in modo sintetico mediante il vettore riga (a; --- a,), sapendo che, noto tale vettore,
la funzione é ricostruita da

F(z)=aix1+ -+ ayzy.

D’altra parte il secondo membro ¢ semplicemente il prodotto tra (a; --- a,) e il
£y
T2 . . . .
vettore colonnna x = | . |. Questo fatto suggerisce di definire, per ogni vettore
Tn
rign A= (ay --- a,) la seguente applicazione lineare
Ly= L(a1 o an) - K" - K
definita ponendo, per ogni x = (z1,...,x,):
T
T2
La(z) = (ay a,) | .
Ty,

Cosi facendo ogni applicazione lineare F' : K® — K e rappresentabile con questa
notazione, cioe¢ I' = L(q, ... 4,) dove il vettore riga (ay - - - a,) corrispondente & univo-
camente determinato e a; = F'(e;) = Lq, ... a,)(€:).

La definizione di prodotto si estende al caso di due matrici di tipo generale nel
modo seguente:

Definizione 15.2. Siano A € M,, ,(K) e B € M, ,(K) due matrici tali che il numero
di colonne di A concida con il numero di righe di B. Si definisce prodotto righe
per colonne o semplicemente prodotto di A per B la matrice di tipo m x ¢ il cui

elemento di posto (i, j) & dato dal prodotto della riga i-ma di A per la colonna j-ma
di B. In simboli:

(8) AB = (AVBy;)).

3 —1

4 V2 0
1 5)63:

EsEmMPIO 15.3. Posto A = (\65 -2 1 =2, risulta che AB
0O 1 0

e di tipo 2 x 3 e si calcola come segue:

AB:(\/§-(4)+3-(—2)+(—1)-0 V2-V243-14 (1)1 \/5-0+3-(—2)+(—1)-0>

0-44+1-(=2)+5-0 0-vV2+1-1+5-1 0-0+1-(=2)+5-0
_(4V/2—-6 6 —6
AB( -2 6 —2>'

Notiamo anche che in questo caso il prodotto BA non ha senso.
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Utilizzando questa nozione di prodotto, anche la definizione delle funzioni L4 si
generalizza come segue:

Definizione 15.4. Sia A € M,, ,(K) una matrice fissata; ad essa si associa un’applicazione
Ly:K"— K™

definita come segue:

9) Ve € K" Ly(x) := Ax.

Qui i vettori di K" e di K™ sono identificati sempre con i corrispondenti vettori
colonna ed il prodotto Ax e il prodotto righe per colonne.

Proposizione 15.5. Per ogni matrice A € M, ,(K), lapplicazione Ly : K" — K™
ad essa associata ¢ lineare.

DiMOSTRAZIONE: Notiamo infatti che per ogni vettore colonna x € K" risulta
AWy
La(z) = Az = : ,
Ay
e quindi
La(z) = (Laow (@), Lo (2)).
Pertanto, in base al Teorema 14.4, tale applicazione ¢ lineare, in quanto tutte le sue

funzioni componenti sono lineari.
O

A questo punto possiamo riformulare il Teorema 14.4 come segue:

Teorema 15.6. Tutte e sole le applicaziont lineari F' : K* — K™ sono le funzioni
del tipo
F=1Ly

con A € M, ,,(K) matrice assegnata di tipo (m,n).

Per provarlo, resta da giustificare che ogni F' : K® — K™ lineare ¢ del tipo F' = L.
Sappiamo che F' ¢ della forma

F(z) = (Fi(x), -, Fu(z)), Vo=(z1,...,2,) € K",
dove ciascuna F; ¢ lineare; ma a sua volta, come gia stabilito sopra, F; ¢ del tipo
(10) F, =Ly i=1,....,m

per un certo vettore riga u! € K”. Consideriamo qundi la matrice

A=
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che ha m righe (una per ogni funzione F;) e n colonne. Per costruzione si ha
immediatamente che F' = L 4.

EsEMPIO 15.7. Data la matrice A = (
L, :R?® — R? data da

I il (1 2 3 ? 71+ 229 + 313
4 2 o 4 5 6 2 - 4I1+5l’2+63

€3 €3

31 é 2), allora la funzione L, associata e

ovvero

LA({L‘l,[L'Q, 5(33) = (111 + 21’2 + 3ZL'3, 41‘1 + 5£L‘2 + 63)

Facciamo qualche ulteriore osservazione sul prodotto righe per colonne.

Osservazione 15.8. a) Date le matrici A € M,,,,(K) e B € M, ,(K) le righe e le
colonne della matrice prodotto AB si possono ricavare come segue:

(AB)(i) — AR
(AB)) = AB().
La verifica e semplice conseguenza della definzione del prodotto; ad esempio:
(AB)(i) - (A(i)B(l) .. -A(")B(q)) — AR

b) Data A € M,,,(K) le sue righe e colonne si possono ricostruire mediante
moltiplicazione con i vettori della base canonica di K™ e di K"; precisamente si ha:

Ae; = A(i),

dove i vettori della base canonica di K™ sono identificati con vettori colonna, mentre
e A =AY,

dove ciascun vettore della base canonica di K™ e pensato come vettore riga.

Per giustificarlo, basta ricordare che per ogni vettore riga u = (uj...u,) si ha
(Ly)e; = u; e usare questo fatto per ogni di riga di A:

A(l)ei LA(l)ei CL-l
Alme, L jome; a;”
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Ui
. uz .
Analogamente per ogni vettore colonna | . | si ha:

Unp

Uy Uy

U2 Uz

el | =(0 010 0. |=w
Unp Unp,

Quindi
In particolare, abbiamo ottenuto, con riferimento all’applicazione lineare L 4, che

Riassumiamo quanto detto sin qui: data una generica applicazione lineare
. n m
F=(F,...,F,) =Ls: K" K",
la matrice A contiene le seguenti informazioni:
e Le righe corrispondono alle funzioni lineari componenti Fj, ..., F,,, nel senso
che ciascuna F; e ricostruibile dalla corrispondente riga come L 4¢).

e Le colonne corrispondono alle immagini F'(e;) dei vettori della base canonica
dello spazio di partenza K".

Inoltre, data F' = L4, € possibile calcolare F(x) direttamente a partire dalle
colonne di A, mediante la seguente relazione:
(12) LA(x) = .213114(1) + .TQA(Q) + -4 an(n).

che esprime ogni immagine F'(x) come combinazione lineare delle colonne della ma-
trice.

Questa relazione ¢ di dimostrazione immediata, sfruttando la (14.2) e tenendo
conto della (11):

La(x) = La(zier + - +anen) = w1 F(eq) + - + 2, F(en) = w140y + - + 2, Awm).

Proposizione 15.9. Siano A, B € M,, ,(K) e A € K. Allora:

1) A=B <= Ly=Lgp.
2) Layp =L+ Lp.
3) Lya = L.
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DIMOSTRAZIONE: 1) L’implicazione = & ovvia. Supponiamo che Ly = Lp.
Allora in particolare
AGZ' = Bei

che si puo riscrivere

e cio comporta che A = B.

2) Si tratta di un’uguaglianza tra applicazioni lineari da K™ in K™; quindi basta
verificare che esse assumino gli stessi valori quando applicate ai vettori della base
canonica di K”; risulta in effetti:

Lays(e) = (A+ B)e; = (A+ B)u) = A + By = La(e) + Lp(ei) = (La+ Lp)(ei).

La verifica di 3) e simile e si lascia per esercizio. O

Proposizione 15.10. Siano A € M,,,(K) e B € M, ,(K). Allora
LAB = LA ¢] LB-
DIMOSTRAZIONE: Notiamo che Lyp : K9 — K™ e anche L4 o Lg : K — K™,

anche in questo caso confrontiamo i valori assunti dalle due applicazioni lineari sui
vettori della base canonica di K% tenendo conto della (15.8) si ha:

Lap(e;) = (AB) = ABgy) = La(Lp(e:)) = (Lao Lp)(e:).
O

Come applicazione delle Proposizioni appena stabilite, siamo in grado di ricavare
le seguenti proprieta basilari delle operazioni tra matrici:

Corollario 15.11. Le operazioni di somma e prodotto tra matrici soddisfano:
1) Siano A, B € M, ,(K), C € M, 4(K) e D € Mj,,(K). Allora
(A+ B)C' = AC + BC,
D(A+ B)= DA+ DB.
2) Siano A € M, ,(K),B € M, ,(K) e C € M, ,(K). Allora
A(BC) = (AB)C.

DiMOSTRAZIONE: Tutte queste uguaglianze tra matrici si possono provare uti-
lizzando il criterio fornito dalla 1) della Prop. 15.9, mostrando 1'uguaglianza delle
corrispondenti applicazioni lineari. Nel caso 1) si ha, ad esempio:

Laspyc = LaypoLle = (La+Lp)oLe = LyoLe+LpoLe = Lac+Lpe = Lactpe-
Quanto a 2):
LA(BC) - LA o LBC = LA 9] (LB ¢] Lc) = (LA (¢] LB) e} LC = LAB ¢] LC = L(AB)C'



41

16. CLASSIFICAZIONE DEGLI SPAZI K™ A MENO DI ISOMORFISMO

In questo paragrafo proviamo alcuni risultati significativi, su cui verra basata
la nozione di dimensione di uno spazio vettoriale. Cominciamo col provare che se
n > m, lo spazio K" ¢ “piu grande” dello spazio K™; cioe che non e possibile trovare
una copia isomorfa del primo nel secondo.

Ricordiamo che due spazi vettoriali V' e V' sono isomorfi se esiste almeno un
isomorfismo tra essi; in tal caso scriviamo V = V',

Proposizione 16.1. Siano V', V' e V" spazi vettoriali sullo stesso campo K. Allora
a) V=V,
by V=V =V =V
) VEV AV ZV = VYV

La prima affermazione si ottiene considerando ’applicazione identica Idy : V —
V. E immediato che si tratta di un isomorfismo. Le ¢) e b) sono immediate con-
seguenza del fatto che la composizione di isomorfismi ¢ un isomorfismo, e del fatto
che l'inverso di un isomorfismo ¢ anch’esso un isomorfismo.

Assegnato dunque un campo K, la “relazione di isomorfismo” e una relazione di
equivalenza sull’insieme di tutti i K-spazi vettoriali. Cio permette di “classificare”
gli spazi vettoriali su K disponendoli nelle classi di equivalenza corrispondenti. Dato
uno spazio, la classe cui appartiene contiene tutti e soli gli spazi ad esso isomorfi, che
potranno essere opportunamente identificati con esso. Nel seguito ci occuperemo di
tale classificazione nel caso di spazi vettoriali di dimensione finita, dando un preciso
significato matematico all’attributo “dimensione”.

Cominciamo dunque dalla classificazione, a meno di isomorfismo degli spazi K".

Osserviamo che, intuitivamente ci aspettiamo che per m e n diversi, K™ e K" siano
spazi sostanzialmente diversi, dato il numero diverso di parametri scalari liberi che
occorrono per individuarne univocamente i vettori. Anzi, pensando al caso K = R
e all'interpretazione geometrica di R? e R? come piano Euclideo e spazio Euclideo
tridimensionale, ¢ lecito ritenere che lo spazio di ”dimensione pit grande” contenga
al suo interno qualche copia di quello “di dimensione piu piccola”. In effetti non e
difficile convincersi che, se n < m, tali copie esistono, ovvero piu precisamente che
K™ contiene sempre qualche sottospazio vettoriale W isomorfo a K", se n < m.

Ad esempio, un sottospazio vettoriale di R? isomorfo a R? &

W ={(x,y,0) : z,y € R},
un isomorfismo essendo:

(z,y) € R? = (2,9,0) € W.
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Si noti che questa applicazione ¢ manifestamente una funzione lineare da R? in R3,
che possiamo considerare a valori in W, conservando il carattere di linearita.

Per costruire un tale W in generale, assumendo n < m e sufficiente considerare
I’applicazione lineare

F:K"— K™
definita da
F(zy,...,x,) = (21,...,2,,0,...,0).
E chiaro che le funzioni componenti di F' sono lineari (si tratta di (py, ..., pn,0,...,0),
dove le p; sono proiezioni e le restanti funzioni nulle), per cui F' ¢ lineare. Tale fun-
zione ¢ ingettiva perche se (zy,...,x,) € Ker(F'), allora
(x1,...,2,,0,...,0) =(0,...,0)
e quindi x; = --- = x, = 0. Dunque il Ker(F) ¢ banale.

Il sottospazio W := Im(F) di K™ ¢ allora isomorfo a K™ mediante la ridotta di
questa funzione:

F:K"— Im(F),
che ¢ automaticamente anche surgettiva, oltre che ingettiva.
L’intuizione suggerisce invece che questo tipo di costruzione non sia possibile se

n > m. Proveremo cio rigorosamente. Prima di procedere, ¢ opportuno includere
nella famiglia degli spazi vettoriali K* anche lo spazio K°:

Definizione 16.2. Dato un campo K, denoteremo con K il sottospazio banale
{0k} di K, detto anch’esso spazio vettoriale banale o 0-dimensionale canonico sul
campo K.

Cio premesso, sussiste il seguente:

Teorema 16.3. Siano n, m interi conn > m > 0. Allora non esistono applicazioni
lineart ingettive F : K" — K™.

Prima di procedere con la dimostrazione, cominciamo con qualche osservazione
preliminare. Data un’applicazione lineare F': K" — K, n > 2,
F(z1,...,2,) = a121 + agxe + - -+ + apx,
tale che a; = 0 allora F' ¢ del tipo:
F(z) = asxo + - -+ + apx,.

e diremo quindi che F' non dipende da xy; in tal caso F' si puo trattare come una
funzione lineare F' : K" ! — K; pill precisamente denotiamo con F : K" ! — K
I’applicazione lineare definita da:

F(yla"'ayn):a2yl+"'+anyn'
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Allora per ogni x € K", posto z = (s, ..., x,) abbiamo che:
F(z) = F(z).

Notiamo anche che la condizione che F' non dipenda da x; € equivalente a F'(e;) = 0
perche a priori si ha sempre, come sappiamo, a; = F(ey).

Lemma 16.4. Siano F' : K" — K" e G : K* — K due applicazioni lineari, n > 2.
Allora Uapplicazione lineare F(e1)G — G(e1)F : K" — K non dipende da x;.

La dimostrazione di questo Lemma e immediata: si ha infatti
(F(el)G — G(el)F>(€1) == F(el)G(el) - G(el)F(el) = 0.

Nel seguito, per ogni vettore z € K" ', = (71, -+ ,%,_1), denotiamo per ogni
x1 € K con (x1,7) il vettore (z1,%1,- -+ ,ZTn_1) di K"

Lemma 16.5. Data un’applicazione lineare F' : K* — K, con n > 2, che dipende
da x1, cioé tale che F(ey) # 0 e un vettore T € K", esiste sempre v, € K tale che:

F(ZL‘hZf') =0.

DIMOSTRAZIONE: Infatti, abbiamo:
F(z1,Z) = a1x1 + agy + -+ - + apnTp1,
e quindi affinche si abbia F'(z1,%) = 0, si tratta di risolvere l’'equazione:
a171 + a1 + -+ + apZp—q =0,
che, essendo per ipotesi a; # 0, ammette 1'unica soluzione:

r = - (CLQJ_fl + -+ (lni’n_l).
3]

O

Cio premesso, discutiamo la dimostrazione del Teorema 16.3. Ragionando per
induzione su n > 1, proviamo che ogni applicazione lineare ' : K* — K™ con
0 < m < n non ¢ ingettiva. Cio si puo riformulare come segue: per ogni n > 1, ogni
applicazione lineare F' : K" — K™ con 0 < m < n ha nucleo non banale. Il passo
base (n = 1) consiste nell’esaminare un’applicazione lineare

F:K—K
cioe
Tale applicazione € necessariamente costante, ovvero ¢ la funzione nulla F' = 0.

Essa non e certamente ingettiva, in quanto il campo K contiene, oltre lo 0, almeno
I'elemento 1 # 0, per cui F(1) = 0.
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Sia n > 1 e proviamo l'asserto, assumendolo vero per n — 1. Anche in questo
caso, se m = 0, non c’¢ nulla da provare in quanto l'unica applicazione lineare
F : K® — K° ¢ la funzione nulla F' = 0, che non ¢ ingettiva. Supponiamo quindi
m > 0. Sappiamo dal Teorema 14.4 che F' ¢ della forma

F(z):= (Fi(x), -, Fu(z)), Y= (x1,...,2,) € K",

dove le F; : K® — K sono lineari. Se m = 1, si tratta ancora di un’applicazione
lineare F' : K" — K, e la prova che il nucleo di F' € non banale ¢ immediata; infatti,
se F'(e;) = 0 non c’e nulla da provare, altrimenti basta applicare il Lemma 16.5 a
partire da un qualsiasi vettore non nullo 7 € K"~!.

Trattiamo quindi il caso m > 1. Se F(e;) = 0, si ha la tesi; altrimenti deve
esistere una funzione componente F; per cui Fj(e;) # 0. A meno di scambiare
due delle funzioni componenti Fi, ..., F,,, senza con questo alterare il nucleo di F,
possiamo supporre che Fi(e;) # 0. Allora, posto a = Fj(e;) abbiamo che tutte le
funzioni:

QE—Fi<€1)F1, i:2,...,m
non dipendono da z; (Lemma 16.4). Denotate con G; : K" — K queste funzioni,
possiamo applicare 'ipotesi induttiva all’applicazione lineare:

G=(Ga,...,Gp) K" 5 K™,

Cio ¢ possibile perche 0 < m—1 < n—1. Quindi esiste un vettore z = (Za,...,T,) €
K"l 7 # 0, tale che G(T) = 0. Sfrutteremo questo vettore per determinare un
vettore non nullo nel nucleo di F'. Scegliamo a tal scopo z; € K in modo che

F1<J]1,J_3) = 0,

il che ¢ sempre possibile applicando il Lemma 16.5. Con questa scelta risulta che il
vettore non nullo (z1,z) € K" appartiene al nucleo di F’; infatti, poiche T appartiene
a Ker(G) risulta, per ogni i =2,...,m:

0= Gi(z) = Gi(x1,7) = aFy(z1,7) — Fi(e))Fi(z1,7) = aFy(z,, 7).
Pertanto possiamo concludere che Fj(x1,Z) = 0 per ogni ¢ = 2,...,m, ancora
tenendo conto del fatto che o £ 0. O,

Corollario 16.6. (Teorema di classificazione) Siano K un campo e n,m € N. Allora

K* = K™ se e solo se n = m.

La dimostrazione ¢ un’immediata applicazione del risultato precedente: infatti, se
K" = K™, allora dev’essere n = m perche, fissato un isomorfismo F' : K" — K™, &
impossibile che si abbia n > m, ma considerando l'isomorfismo inverso F~1 : K™ —
K™, & anche impossibile che m > n.

Corollario 16.7. Fissato un campo K e due interi n > m, non esiste alcun sot-
tospazio vettoriale W di K™ isomorfo a K.
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Infatti, supponiamo che un tale sottospazio W esista e sia F' : K® — W un
isomorfismo. Allora la funzione composta

1o F: K" — K™

con i : W — K™ linclusione canonica di W in K™, ovvero i = Id|y : W — K™,
con Id applicazione identica di K™, sarebbe un’applicazione lineare ingettiva, il che
¢ impossibile essendo n > m.

17. SPAZI VETTORIALI FINITAMENTE GENERATI

Definizione 17.1. Sia V un K-spazio vettoriale. Una sequenza finita vy,...,v,, di
vettori di V', m > 1, e detta sistema di generatori di VV se ogni vettore v di V' si
puo esprimere come combinazione lineare dei vettori della sequenza, ovvero se per
ogni v € V esistono scalari A\j, ..., \,, € K tali che

V=AU + " AU
Osserviamo che la condizione in esame si puo sintetizzare come segue; una se-
quenza A = {vy,...,v,,} € un sistema di generatori di V' se e solo se:
V= L(vy, ..., vg).

Mediante questa nozione introduciamo la classe di spazi vettoriali che saranno
studiati sistematicamente nel seguito.

Definizione 17.2. Uno spazio vettoriale V' sul campo K si dice finitamente ge-
nerato oppure di dimensione finita se ammette un sistema di generatori (finito)
Viy.eooy Un.

EsemMPio 17.3. Ogni spazio K" e finitamente generato: cio e ovvio se n = 0; se
n > 0, sappiamo dalla (5) che ogni vettore & combinazione lineare dei vettori della
base canonica {ey,...,e,} introdotta nel §14.

Esempio 17.4. Consideriamo lo spazio vettoriale reale V' costituito da tutt: i poli-
nomi di una variabile reale:

V ={p:R— R|p=p(z) ¢ un polinomio}.
e il sottoinsieme:
W ={p:R — R|p=p(x) ¢ un polinomio di grado < 3}.

Certamente W non ¢ vuoto, e poiche la somma p + ¢ di due polinomi di grado al
massimo 3 e anch’esso un polinomio dello stesso tipo, e analogamente per Ap, con A
costante, risulta che W e un sottospazio vettoriale di V. In particolare, anche W e
un R-spazio vettoriale.
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Risulta che
W = L(1,z, 2%, 2°)
per cui W e finitamente generato. Infatti ogni polinonio p € W e una funzione del
tipo
p(z) = ag -1+ ayx + agx® + aza?,

dove gli a; € R sono costanti.

Invece lo spazio V' non é finitamente generato. Infatti, ammettiamo per assurdo
che esista un sistema di generatori py, ..., p, di W: allora ogni polinomio p : R — R
sarebbe della forma

p=Ap1+ -+ XD
per opportune costanti )\;. Detto M il grado massimo dei polinomi pq,...,pn
seguirebbe da cio che il grado di ogni polinomio p e al massimo M. Cio e evi-
dentemente impossibile, ad esempio il polinomio 2 *! ha grado M + 1.

Vediamo ora che c¢’e uno stretto legame tra la nozione di sistema di generatori e
quella di epimorfismo.

In corrispondenza di una successione finita A = {vy,...,v,} di vettori qualsiasi
di un K-spazio vettoriale V' possiamo definire un’applicazione
s K" =V

nel modo seguente:

(13) @A(Ala"'a)\m) = )\1U1+"'+)\mvm'

Risulta che ¢4 ¢ un’appicazione lineare: la verifica ¢ sostanzialmente la stessa che
¢ stata discussa per giustificare che L(vy,...,v,) € un sottospazio: infatti, dati i
vettori (A1, ..., Am) e (p1, ..., ) di K™, allora:

Ca((Ar o Am) + (1, ) = @a((Ma A+ pias - A+ i) =
(M + p)vr + -+ (A + o)V =

(AMvr + -+ ApUm) + (pavr + -+ + fnUm) =

VAAL, s Am) Fealftn, ooy fhm)-

Il lettore puo agevolmente completare la verifica della linearita di ¢4 tenendo conto
della (3).

Notiamo anche che, per costruzione:
Im(pa) = L(vy,...,0n).
Consegue che sussiste la seguente utile caratterizzazione dei sistemi di generatori:

Proposizione 17.5. Data una squenza A = {vq,...,v,} di vettori di uno spazio
vettoriale V', allora:

V1, ..., Um € un sistema di generatori di' V. <= @4 € surgetliva.
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DIMOSTRAZIONE: Infatti, dire che vq,..., v, € un sistema di generatori di V'
significa, per definizione, che V' = L(vy,...,v,) = Im(p4) il che & vero se e solo se
pa € surgettiva. O

18. VETTORI LINEARMENTE DIPENDENTI E LINEARMENTE INDIPENDENTI

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione 18.1. Si dice che i vettori vy, ..., v,, di V sono linearmente dipendenti
se esistono m scalari non tutti nulli tali che:

Avr + -+ Apuy = Oy

Si introduce a questo proposito la seguente terminologia:
Definizione 18.2. Una combinazione lineare
AU+ AUy
di vettori di V' verra detta:

-nulla se coincide con il vettore nullo, cioe se \jv; + « -+ + AU = Oy

-banale se tutti i coeflicienti \; sono uguali a 0.

Con questa terminologia, i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti se esiste
una loro combinazione lineare nulla ma non banale.

Osserviamo esplicitamente che ogni combinazione lineare banale ¢ sempre nulla,
ma il viceversa puo non essere vero: ad esempio, la seguente combinazione lineare

(1,1) - 53,3)

dei vettori (1,1) e (3,3) di R? & nulla, ma non & banale. Pertanto i vettori in
questione sono linearmente dipendenti.

EsEMPIO 18.3. T vettori (1,0, —1),(0,2,3),(2,2,1) di R? sono linearmente dipen-
denti.

Per stabilire cio cerchiamo di determinarne una combinazione lineare nulla non
banale, imponendo

A1(1,0,—1) + X2(0,2,3) + A3(2,2,1) = 0.
Si tratta di stabilire se il seguente sistema di equazioni lineari ammette una soluzione
non banale (A1, A2, \3):
AM+2X3=0
20 +2X3 =0
—)\1+3/\2+)\3:0
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Risolvendo con il metodo di sostituzione, otteniamo

Al = —2)3
Ay = — A3
0=0

Quindi tutte le soluzioni sono le terne (—2\3, —A3, A3) al variare della variabile libera
A3. Ponendo ad es. A\3 = 1 otteniamo una soluzione non banale, corrispondente alla
seguente combinazione lineare nulla non banale dei tre vettori:

—2(1,0,—1) — (0,2,3) + (2,2,1) = 0.

Analogamente a quanto fatto in merito ai sistemi di generatori, possiamo utilizzare
ancora la funzione ¢, per caratterizzare la nozione di dipenendenza lineare tra
vettori:

Proposizione 18.4. Si consideri una successione finita A = {vy,..., v}, m > 1
di vettori dello spazio V. Allora:

V1, ..., U;m Sono linearmente dipendenti <= pa non e ingettiva.

DIMOSTRAZIONE: Per definizione, vq,...,v,, sono linearmente dipendenti se e
solo se se esiste un vettore (A1 ..., \,) € K™, (A1,..., A\n) # (0,...,0), tale che:
)\1@1 + -+ )\mvm = Ov,
cioe
SOA()\la e ,/\m) = Ov,
ovvero tale che
(M., A) € Ker(pa).
In conclusione, abbiamo provato che vy, ..., v,, sono linearmente dipendenti se e solo
se Ker(pa) # {0gm }, da cui l'asserto. O

Definizione 18.5. Diremo che i vettori vy, . .., v,, sono linearmente indipendenti
se non sono linearmente dipendenti.

Dunque vy, ...,v,, sono linearmente indipendenti se e solo se ogni relazione del
tipo
)\1U1+"'+)\mvm:OV
implica sempre che \; =--- = \,, = 0, ovvero:

V(Al,"',)\m)EKmi )\101+---+)\mvm20 = )\1::)\m:O

Ovviamente, data una sequenza A = {vy,...,v,,}, sussiste la caratterizzazione:

U1, ..., Uy sono linearmente indipendenti <= ¢4 € un monomorfismo.
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Osservazione 18.6. Una terminologia molto in uso in algebra lineare ¢ la seguente:
se V1, . .., Uy, sono vettori linearmente indipendenti, allora I'insieme A = {vy,..., v}
e detto libero.

19. BASI

Introduciamo ora una nozione cruciale per lo studio degli spazi vettoriali finita-
mente generati.

Definizione 19.1. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Una sequenza finita

di vettori {vy,...,v,} si dice base di V se:

1) vy,...,v, costituiscono un sistema di generatori di V.

2) vy,..., v, sono linearmente indipendenti.
ESEMPIO 19.2. La base canonica {ej,...,e,} di K" & effettivamente una base nel
senso della definizione precedente; osserviamo che I'indipendenza dei vettorieq, ..., e,

¢ ancora conseguenza immediata dell’identita fondamentale (5): infatti, data una
combinazione lineare nulla

)\161 + -4 )\nen = OKn
il vettore al primo membro si riscrive:
(Al, ey )\n) — 0Kn7

e quindi necessariamente tutti i coefficienti A; sono nulli.

EsEmMPIO 19.3. Una base dello spazio vettoriale My(K) ¢ costituita dalla sequenza

R I

Ragionando in modo simile al caso della base canonica di K?, cio si giustifica tenendo

Z) € M5(K) si ha:

R R R G R R R (S

In base a quanto stabilito nei paragrafi precedenti, considerata una sequenza di
vettori B = {vy,...,v,}, abbiamo:

conto del fatto che per ogni matrice ((CL

B ebase di V <= ¢y : K" — V & un isomorfismo.

Un’applicazione molto importante di cio e del Teorema di classificazione 16.6 ¢ il
risultato seguente, che stabilisce che due basi sono sempre necessariamente costituite
dallo stesso numero di vettori:
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Teorema 19.4. Siano B = {vy,...,v,} e€ ={wy,...,wy,} due basi di un K-spazio
vettoriale V. Allora:
n =m.

DIMOSTRAZIONE: Infatti, in corrispondenza della base 8 abbiamo I'isomorfismo
v K" — V., mentre in corrispondenza dell’altra base € abbiamo l'isomorfismo
e : K™ — V. Ne segue che K" = K™, e quindi necessariamente n =m. O

20. PROPRIETA DEI VETTORI LINEARMENTE INDIPENDENTI

In questo paragrafo approfondiamo alcune proprieta utili relative al concetto di
(in)dipenza lineare tra vettori. Cominciamo con 'osservare che, se una sequenza di
vettori v, ..., v, contiene il vettore nullo, allora sicuramente i vettori sono linear-
mente dipendenti.

Infatti, se v; = 0, allora

Ovy + -+ 0vj_1 +v; + O0vjpg + - - + Ov, = 0.

Lo stesso dicasi se due dei vettori della sequenza concidono; se ad es. v; = v; con
1 < j due indici fissati, allora
Uy —U; = 0
e quindi v; — v; & una combinazione lineare nulla non banale di vy, ..., v, (si sottin-
tende qui che i coefficienti che moltiplicano i vettori della sequenza di indice diverso
da i e 7 sono tutti uguali a 0).

Si osserva anche che ogni sottosequenza v;,,...,v;, di una sequenza di vettori
linearmente indipendenti vy, . . ., v, conserva il carattere di lineare indipendenza. Cio
perche ogni combinazione lineare A\jv;, + - -+ + A\yv;, dei vettori della sottosequenza
¢ anche una combinazione lineare dei vettori della sequenza originale vy, ..., v,. In
altri termini, ogni sottoinsieme di un insieme libero di vettori e libero.

Sussiste la seguente caratterizzazione:

Proposizione 20.1. Siano assegnati i vettori vy, ..., v, dello spazio vettoriale V.
Le sequenti proprieta sono equivalenti:
a) v, ...,0y sono linearmente dipendenti.
b) Almeno uno dei vettori vy, ..., v, & combinazione lineare degli altri.
DIMOSTRAZIONE: a) = b). Si assuma che vy, ..., v, siano linearmente dipen-

denti; allora esiste una combinazione lineare nulla:
>\101+"'+)\mvm:OV

non banale; supponiamo che A\; # 0; allora utilizzando l'inverso di \; possiamo
ricavare v; dalla relazione precedente ottenendo

_ -1 -1 -1 -1
V5 = _/\j )\11)1 — = /\j )\j_lvj_l — >\j )‘j—l-lvj—l-l — = )\j /\mUm-
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e cio prova b).
b) = a). Per ipotesi esiste j € {1,...,m} tale che
’Uj = (V1 + -+ aj_lvj_l -+ Oéj+11}j+1 + -+ A Um
per opportuni scalari «;. Si ottiene pertanto:
OV = 1 V1 + -+ ozj_lvj_l — Uj + CYj+1Uj+1 + -+ A Um
il che mostra l'esistenza di una combinazione lineare nulla non banale dei vettori

V1, ..., Unp, datosi che —1 #0. O

Il risultato seguente ¢ molto utilizzato; fornisce una condizione sufficiente affinche
si possa “allungare” una sequenza libera, aggiungendo un altro vettore, conservando
la lineare indipendenza:

Proposizione 20.2. Siano vy,...,vs vettori linearmente indipendenti. Allora, se
v & L(vq,...,vs), anche i vettori vy, ..., vs,v sono linearmente indipendenti.
DIMOSTRAZIONE: Siano Aq, ..., Aq; € K tali che

/\11}1 + - /\sl}s + /\s+1U = 0.
Cominciamo con l'osservare che non puo essere Agy; # 0 perche altrimenti si ri-
caverebbe
V= =M A v — = AL A vs
contro il fatto che v € L(vy,...,vs). Dunque As11 = 0 e si ottiene:
)\1U1+"'+)\3U5 :07

da cui Ay = --- = A\; = 0 perche i vettori vy, ...,vs sono linearmente indipendenti.
O

21. ESISTENZA DI BASI

In questo paragrafo proviamo che ogni spazio vettoriale finitamente generato e
sempre dotato di basi.
Vi & un caso particolare che merita un’osservazione preliminare.

Definizione 21.1. Uno spazio vettoriale V' ¢ detto banale se V = {0y }.

Un tale spazio e ovviamente finitamente generato. Ma in esso non esistono vettori
linearmente indipendenti. Si converra pertanto che ogni spazio banale ha dimensione
0 e che l'insieme vuoto () & la sua unica base.

Veniamo al caso di spazi vettoriali finitamente generati non banali. Descriveremo
un algoritmo mediante il quale e sempre possibile estrarre da un sistema di generatori
assegnato vy, ..., Uy, m > 1, una base {v;,,...,v; } con 1 <iy <--- <i, <me
n > 1. A tale scopo, introduciamo la seguente terminologia:
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Definizione 21.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia v{,...,v, un
sistema di generatori di V. Sia i € {1,...,m}. Il vettore v; si dira eliminabile se
esso e combinazione lineare dei vettori che lo precedono, ovvero se
v; € L('Ul, R ,Uifl).
Altrimenti v; si dira non eliminabile.
Per i = 1, il sottospazio L(vy,...,v;—1) va inteso {Oy }, e quindi per definizione v,
¢ eliminabile se e solo se ¢ il vettore nullo.

Teorema 21.3. Sia V un K-spazio vettoriale finitamente generato non banale. Dato
un sistema di generatori vy, ..., Uy, SIANO

Vigs -y Vips 1<n<--- <, <m

i vettori non eliminabili da esso. Allora B = {v;,,...,v;,} € una base di V.

La base B cosi costruita si dice estratta dal sistema di generatori vy, ..., v,, me-
diante [l’algoritmo di eliminazione o algoritmo degli scart: successivi.

DIMOSTRAZIONE: Mostriamo innanzitutto che se V' e uno spazio vettoriale non
banale, ogni sistema di generatori vy,...,v, contiene qualche vettore non elimi-
nabile. Infatti, se tali vettori fossero tutti eliminabili, avremmo

V =L(vy,...,0m) C L(vy,...,0m-1)
perche tutti i vettori v; appartengono al sottospazio L(vy, . .., vp,—1), stante 'eliminabilita
di v,,; da qui l'inclusione (si applichi la Prop. 10.2). Per lo stesso motivo, essendo
anche v,,_1 eliminabile, si ha:
V =L(vy,...,0m) C L(vy,...,0m-1) C L(vy, ..., 0pm_2).
Ripetendo questo argomento piu volte si ottiene in definitiva
V' C L(vy);

ma v, = Oy essendo eliminabile, per cui si avrebbe

V = L(0y) = {0y}

contro l'ipotesi.

Cio premesso, proviamo che 8 ¢ una base ragionando per induzione sulla lunghezza
m della lista di vettori assegnata.

Nel caso m = 1, abbiamo per ipotesi

V = L(v)

e I'unico vettore v, della sequenza dev’essere necessariamente non eliminabile, perche
altrimenti si avrebbe v; = 0 e quindi V' = {0y }. Ora, B = {v;} ¢ una base in quanto
{v1} & un insieme libero avendosi, per ogni scalare \:

A =0=X=0
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perche vy # 0.
Supponiamo ora m > 1 e l'asserto vero per m — 1. Consideriamo il sottospazio

W = L(vq,...,0p_1) di V e la sequenza vy, ...,v,_1 che ne costituisce un sistema
di generatori.
Osserviamo che, se W & banale, allora v; = -+ = v,,_1 = Oy e quindi

V=L(vi,...,0m-1,Um) = L0y, ...,0p,vy) = L(vy,)

e, ragionando come sopra, v, dev’essere non eliminabile e B = {v,,} & una sua base.
Consideriamo quindi il caso in cui W non e banale. Per l'ipotesi induttiva appli-

cata a W e al suo sistema di generatori vy,...,v,,_1, la sequenza:

¢ = {Uip R 7Uik}
¢ una base di W, dove v;,,...,v; sono i vettori non eliminabili della sequenza
v1,...,Um_1. In particolare, i vettori di € sono linearmente indipendenti. A questo

punto vi sono due possibilita:

1) v, € eliminabile

2) vy, non ¢ eliminabile.

Nel primo caso i vettori non eliminabili della sequenza vy, ..., v,, sono tutti e soli
quelli non eliminabili della sottosequenza v, ..., v,_1, ovvero si ha 8 = €. Risulta

che B e di fatto una base di V' perche in tal caso risulta che W = V; infatti, stante
I’eliminabilita di v,, abbiamo:

V =L(vy,...,0m) C L(vy,...,0pm-1) = W.
Nel caso 2), abbiamo B = {v;,,...,v;,vm}. Applicando la Prop. 20.2, i vettori

di B risultano linearmente indipendenti, perche v;,,...,v;, lo sono e inoltre v,, &
L(vi,,...,v; ), essendo v, non eliminabile. Infine

V — L(Ul,...,vm) C L(U’ila"'7vik7vm)

perche tutti i vettori vy, ..., vm_1, Uy, appartengono al sottospazio L(v;,, . .., Vi, Um),
in quanto vy, ..., vy,_1 sono tutti combinazioni lineari di v;,,...,v;, essendo € base
di W. Quindi resta provato che i vettori di B costituiscono un sistema di generatori
di V' e con cio che 8 ¢ una base di V. O

22. DIMENSIONE DI UNO SPAZIO VETTORIALE

[ Teoremi 19.4 e 21.3 permettono di introdurre la seguente nozione fondamentale:

Definizione 22.1. Si chiama dimensione di un K-spazio vettoriale V' finitamente
generato il numero n € N di elementi di una sua qualsiasi base, dove n = 0 nel caso
in cui V sia banale. La dimensione di uno spazio V' si denota con

dlmK(V>

o semplicemente con dim(V).
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I1 seguente risultato fornisce una interpretazione alternativa dello stesso concetto:

Teorema 22.2. La dimensione di un K-spazio vettoriale V' finitamente generato é
['unico intero n € N tale che

V=2 K"

DIMOSTRAZIONE: Poniamo n = dimg (V). Se V' & banale, allora n = 0 e si ha
V = KO, Infatti, I'applicazione nulla

0:V = {Ov} — {OK}

e un isomorfismo. Se V non e banale, il Teorema 21.3 garantisce che n > 0 ed esiste
almeno una base B = {vy,...,v,}, n > 1, necessariamente costituita da n vettori,
per definizione di dimensione. In corrispondenza di tale base vi e I'isomorfismo
gy : K — V discusso nel §19.

Infine, n € I'unico numero intero con questa proprieta in forza del teorema di
classificazione 16.6 degli spazi K": se esistesse un altro intero m per cui V' = K™,
avremmo di conseguenza K" = K" il che comporta m =n. O

Dunque si puo decidere qual ¢ la dimensione di uno spazio vettoriale finita-
mente generato individuandone una base (per esempio mediante ’algoritmo di elim-
inazione) e contandone il numero di elementi, oppure individuando un isomorfismo
con un opportuno spazio del tipo K".

Ad esempio, abbiamo ovviamente dimg(K") = n, perche la sua base canonica
B = {ey,...,e,} consta esattamente di n vettori. D’altra parte, il fatto che K" &
isomorfo a se stesso da un’altra giustificazione della stessa cosa.

EsEMPIO 22.3. Lo spazio vettoriale M(K) delle matrici di tipo 2x2 a coefficienti
in K ha dimensione 4, in quanto, come si € gia osservato, esso ammette la base
costituita dalle 4 matrici:

10 0 1 0 0 0 0
#=(o0) 7= 0 o) 2= (10) 7= (0 1)

Osservazione 22.4. Osserviamo che, se e assegnato un isomorfismo F : K" — V,
n > 0, allora esso determina in modo naturale una base di V', ottenuta “trasportando
in V7 la base canonica: infatti i vettori

F(ey),...,F(en)

costituiscono automaticamente una base di V. Si lascia la verifica come esercizio.
Nel caso ad esempio dello spazio M, (K), utilizzando 'isomorfismo

F(a,b,c,d) = <CCL Z)

si ottiene in tal modo la base Fi, Es, E3, F, discussa sopra.
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La dimensione di uno spazio vettoriale si caratterizza ulteriormente mediante le
nozioni di indipendenza lineare e di sistema di generatori, come segue:

Teorema 22.5. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione
n>1.

(1) La dimensione n ¢é il massimo numero di vettori linearmente indipendenti,
ci0 significa che esistono n vettori indipendenti e inoltre se wy, ..., Wy, SONO
vettori linearmente indipendenti, allora m < n.

(2) La dimensione n é il numero minimo di vettori che occorrono per generare V. ;
cioe esistono n vettori che generano V' e inoltre se wy, ..., w,, € un sistema
di generatori qualsiasi, allora m > n.

DIMOSTRAZIONE: Proviamo (1). Fissiamo una base B = {vy,...,v,} di V.
Essa ¢ costituta da n vettori, che sono linearmente indipendenti. Sia poi A =
{wy, ..., wy,} un insieme libero. Allora I’applicazione lineare ¢4 : K™ — V studiata
nel paragrafo 19 e ingettiva. Componendola con un assegnato isomorfismo F': V —
K" si ottiene un’applicazione lineare ingettiva

Fopy: K™ — K"

In base al Teorema 16.3 dev’essere m < n.

Per quanto riguarda (2), i vettori di 2B sono n e generano V. Consideriamo un
altro sistema di generatori wy, ..., w,,. Il Teorema 21.3 garantisce che da tale sistema
si puo estrarre una base w,, ..., w;,, k < m. Poiche¢ qualunque base ¢ costituita da
n vettori dev’essere k = n, e pertanto m >n. O

Corollario 22.6. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato di dimensione

n > 1. Si consideri una sequenza di n vettori vy, ..., Un.
(1) Se vy,...,v, sono indipendenti, allora {vy,...,v,} & base di V.
(2) Sewy, ..., v, costituiscono un sistema di generatori, allora {vy,...,v,} & base
di V.
DIMOSTRAZIONE: (1) Per assurdo, si assuma che vy, ..., v, siano indipendenti
e che V' # L(vy,...,v,). Allora esisterebbe almeno un vettore v,41 di V' tale che
Ups1 & L(vy,...,v,). Per la Proposizione 20.2, seguirebbe che vy, ..., v,, v,11 sono
linearmente indipendenti, contro la (1) del Teorema precedente.
(2) Supponiamo per assurdo che vy, ..., v, generino V e siano linearmente dipen-

denti. Allora uno di tali vettori v; sarebbe combinazione lineare degli altri; avremmo
quindi
V= L(’Ul, e ,Un) C L(Ul, ey U1, V541, - - - ,Un)

contro la (2) del Teorema precedente. O

EsemPIO 22.7. 11 lettore verifichi ad esempio che B = {(1,2,0),(1,—1,0),(0,0,1)}
¢ una base di R3. Poiche tale spazio ha dimensione 3, basta controllare che i vettori
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in questione sono linearmente indipedenti (oppure che costituiscono un sistema di
generatori).

Osservazione 22.8. Dati due K-spazi vettoriali finitamente generati, allora essi
hanno la stessa dimensione se e solo se isomorfi.

La dimostrazione ¢ un semplice esercizio.

Un’altra applicazione del Teorema 22.5 e la seguente, che caratterizza gli spazi
vettoriali che non hanno dimensione finita, mediante la possibilita di poter costruire
sequenze libere di vettori di lunghezza arbitraria:

Proposizione 22.9. Sia V un K-spazio vettoriali. Le sequenti proprietd sono equi-
valenti:

a) V non é finitamente generato.

b) Per ogni intero n > 1, esistono n vettori linearmente indipendenti vy, . .., v,

mV.

DIMOSTRAZIONE: a) = b) Assumendo che V' non sia finitamente generato, pro-
viamo la proprieta b) per induzione su n. Poiche in V' esiste almeno un vettore vy # 0
(altrimenti si avrebbe V' = {0y} = L(0y), contro I'ipotesi), la b) & vera per n = 1.
Supposta ora la b) vera per n > 1, abbiamo che in V' esistono n vettori vy, ..., v,
linearmente indipendenti. Ora, siccome V non e finitamente generato, dev’essere
V. # L(vy,...,v,). Scelto un vettore v, di V tale che v,11 & L(vy,...,v,),
abbiamo che vy,...,v,,v,11 sono indipendenti, in forza sempre della Proposizione
20.2. Pertanto la proprieta b) & vera anche per n + 1.

b) = a). Assumendo b), certamente V' # {0y }. Ammettiamo che V sia finita-
mente generato. Posto n = dim(V'), stante 'ipotesi esisterebbe almeno una sequenza
V1, ...,Unt1 costituita da n 4 1 vettori linearmente indipendenti, in contraddizione
con la 1) del Teorema 22.5. O

23. SOTTOSPAZI DI SPAZI DI DIMENSIONE FINITA

Teorema 23.1. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato sul campo Ke sia
W un sottospazio di V. Allora:

1) W é finitamente generato.
2) Si ha dimg (W) < dimg (V') ed inoltre

dimg (W) = dimg (V) <= W =1V.

DIMOSTRAZIONE: 1) Ragioniamo per assurdo, assumendo che W non sia fini-
tamente generato. Allora, applicando a W la Prop. 22.9, per ogni n > 1 sarebbe
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possibile individuare una sequenza wy, . . ., w, di n vettori di W linearmente indipen-
denti, che e anche una sequenza di vettori indipendenti di V'; dunque per la stessa
Prop. 22.9, anche V' non sarebbe finitamente generato, contro 'ipotesi.

2) Supponiamo che W abbia dimensione k. Possiamo supporre k& > 0. Fissata
una base B’ = {wy,...,w,} di W, i vettori che la costituiscono sono linearmente
indipendenti. Quindi & < dimg (V') per il Teorema 22.5. Se k = dimg(V'), i vettori
di B’ sono n formano necessariamente anche una base di V' in virtu del Corollario
22.6; pertanto:

W = L(wy,...,w,) = V.
O

24. IL TEOREMA DI COMPLETAMENTO

Il risultato seguente mostra come si possano costruire basi di uno spazio vettoriale
finitamente generato, a partire da un insieme libero qualsiasi.

Teorema 24.1. (Completamento di un insieme libero)
Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, di dimensione n > 0. Siano assegnati
der vettori linearmente indipendents

Upy ..., Uk, ]{521

Sia inoltre B = {vy, ..., v,} una base di V. Allora esistono n—k vettoriv;,, ..

della base B tali che

°) vjn—k

!/
B = {ulw-- 7ukvvj17”'7vjn—k}
e una base di V.
DiMOSTRAZIONE: Consideriamo la sequenza costituita da tutti i vettori
Uty ooy Uk, V1y oo oy Upy.

Tale sequenza € ancora un sistema di generatori, da cui si puo estrarre una base B’
mediante I'algoritmo di eliminazione. Poiche uq, ..., u; sono indipendenti, ciascuno
di essi non ¢ eliminabile. Dunque la base B’ ¢ del tipo richiesto. O

25. SOMME DIRETTE

Definizione 25.1. Dati due sottospazi vettoriali U e W di uno spazio vettoriale V/,
la somma U + W verra detta diretta se

(14) Unw ={0y}.
In tal caso, in luogo di U + W si scrive U & W.

Sussiste la seguente caratterizzazione della condizione (14).

Proposizione 25.2. Dati i sottospazi U e W di V', le sequenti proprieta sono equi-
valenti:
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a) La somma U + W é diretta.

b) Ogni vettore v € U + W si scrive in modo unico nella forma v = u+ w con
velUeweW.

DIMOSTRAZIONE: a) = b). Stante la definizione di U + W, assumendo a) ¢
chiaro che ogni v € U + W si puo scrivere come enunciato in b); supponiamo che
cio possa farsi in due modi diversi: v = u +w = « + w’, con ovvio significato dei
simboli. Allora u — «' = w’ — w ed il vettore con cui coincidono ambo i membri
appartiene sia ad U che a W in virtu delle proprieta dei sottospazi. Pertanto, per
laa),sihau—u =0y =w —wediquilab).

b) = a). Sia v € U N'W; poiche

UIU+OV:OV—|—U,

applicando la b), dal confronto di tali rappresentazioni di v si ottiene che necessari-
amente v = 0y. O

Un’utile proprieta in merito al completamento di un insieme libero ad una base ¢
la seguente:

Corollario 25.3. Siano assegnata una sequenza di vettori linearmente indipendenti
Ugy ..., Ug, k,’Zl

dello spazio vettoriale V' e siano ugyy, ..., u, altri n — k vettori che completano tale
sequenza ad una base B = {uy, ..., Uk, Ugs1, ..., Uy }. Allora risulta:

V= Luy,...,ug) & L(ugs1, ..., up).

DiMOSTRAZIONE: Occorre provare che la somma di tali sottospazi e diretta. Sia
v € L(uy, ... ,ug) N L(ugty, ..., u,). Allora v si pud scrivere in due modi:

U= AU+ AUk, U= AppiUger + 0 AU,
per opportuni scalari \;, da cui:
)\1u1 + -+ )\kuk - /\k+1uk+1 + = /\nun =0

e quindi \; = --- = A\, = 0 stante la lineare indipendenza dei vettori della base; in
particolare v = 0. Infine, & chiaro che

VC L(ulw"auk) +L(U’k+1a"'7un)

perche V. = L(uy,..., ug, Ugs1,...,u,) € tutti i vettori u; appartengono al sot-
tospazio somma di L(uy,...,ug) € L(ugsq, ..., up).
O

Osservazione 25.4. Applicando questa Proposizione, otteniamo che, data una base
qualsiasi B = {vy,...,v,} di uno spazio vettoriale V e un indice 1 < k < n, allora
si ha sempre:

V= L(vy,...,0) ® L(Vgs1, .., 0n).
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26. CALCOLO DELLA DIMENSIONE DI ALCUNI SPAZI NOTEVOLI

Nel seguito calcoliamo la dimensione ed una base di alcuni spazi vettoriali interes-
santi.

EsemMPIO 26.1. Fissato n > 0, 'insieme
R, [z] ={p:R — R|p = p(x) & un polinomio di grado < n},

¢ un sottospazio vettoriale dello spazio R¥ di tutte le funzioni p : R — R.
Risulta che tale spazio e finitamente generato e ha dimensione n + 1. Infatti ogni
polinomio p di grado al massimo n ¢ del tipo

p(z) =ao+ a1z + -+ a,a”
dove gli a; sono costanti. Cio significa che p ¢ combinazione lineare dei polinomi
2 n
Lz x* ... x (%)

con coefficienti esattamente ay, . . . , a,; tali polinomi costituiscono quindi un sistema
generatori di R,[z]. T polinomi (*) costituiscono di fatto una base di R, [z]; infatti
data una loro combinazione lineare nulla:

ag+ arx+---+a,x” =0,

dove 0 ¢ il polinomio nullo (la funzione costante di valore 0), allora il principio di
identita dei polinomi garantisce che necessariamente tutti i coefficienti a; devono
essere uguali a zero. Dunque gli n+ 1 vettori (*) formano una base del nostro spazio
R, [x], che pertanto ha dimensione n + 1.

ESEMPIO 26.2. Lo spazio vettoriale M,, ,(K) delle matrici di tipo m x n a coeffici-
enti in un campo K e isomorfo a K™ e quindi ha dimensione mn. Un isomorfismo
naturale si ottiene associando a ogni matrice A un vettore con mn elementi, cos-
tituito da tutti gli ingressi aé- della matrice, scritti in ordine lessicografico, ovvero
scansionando le righe dalla prima all’ultima e disponendo gli elementi per ordine
crescente rispetto alla colonna di appartenenza; si definisce cosi la bigezione:

F: My, (K) — K™
definita da:
F(A) = (aj,...,a-,a},....a2,....a", ... .a™).
Possiamo anche scrivere (con piccolo abuso di notazione):
F(A) = (AW . A,

Date due matrici A, B € M,,,(K) e scalari A, i1, poiche la riga i-ma della matrice
M + uB e MAW 4+ 4B si ottiene:

F(AA+puB) = MAW+uBY . XAM 4B = \(AD . A4y (BY . BM)

il che mostra che F' & lineare.
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Una base di tale spazio e

dove denotiamo con E;; la matrice con m righe e n colonne, i cui elementi sono
tutti nulli, eccetto I'elemento di posto (7,j) che & uguale a 1. Tale base si ottiene
applicando ai vettori della base canonica {e;} di K™" I'inverso F~! : K"™" — M,,,,,(K)
dell’isomorfismo F', trasformando in modo naturale ogni vettore e; in una matrice.
Cosi, ad esempio:

1 00 010 0 0 1
E11:<0 0 0>7E12:<0 0 0)7E13:(0 0 0)7

000 000 000
Eﬂ_(l 0 0>’E22_(o 1 0)’E23_(0 0 1)

¢ una base di Mj 3(K).

ESEMPIO 26.3. Dato un campo K, calcoliamo la dimensione di Hom (K", K), ovvero
lo spazio di tutte le applicazioni lineari F': K* — K.
Sappiamo che ogni tale F' & del tipo:

F(z) = a1x1 4+ -+ + aza” (%)
dove gli scalari ay, . . ., a, sono univocamente determinati, essendo a; = F'(e;), dove
come al solito {ey,...,e,} € la base canonica di K”. Notiamo ora che (*) si puo

interpretare in termini di combinazione lineare, come segue:
F=ap+- -+ amp,

dove per ogni i, p; : K" — K ¢ la proiezione

Di (l’) = Ty,
che & anch’essa un vettore di Hom (K", KK). Cio mostra che tali proiezioni py, ..., p,
formano un sistema di generatori di Hom (K", K).
Risulta poi che pq, ..., p, sono linearmente indipendenti; infatti, data una combi-

nazione lineare nulla:
aipy + -+ appp =0,

allora la funzione lineare al primo membro ¢ quella costante di valore 0, ma cio
implica direttamente che a; = 0 per ogni i. Conclusione: B = {p,...,p,} € una
base di Hom(K",K) e dunque:

dimg Hom (K", K) = n.

Ad esempio, una base di Hom(R3 R) ¢ costituita dalle 3 proiezioni:

p1($1,$2>333) = Ty, p2(x1>332,$3) = T2, P3($17$2,1’3) = I3.
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ESEMPIO 26.4. Piu in generale, risulta che lo spazio Hom (K", K™) ha dimensione
mn. Risulta che esso ¢ isomorfo a M,, ,(K) mediante I’applicazione

O:Ae My,(K)— Ly € Hom(K", K™).

Sappiamo infatti che questa funzione e bigettiva in virtu del Teorema 15.6; essa ¢
lineare grazie alla Prop. 15.9; infatti:

QA+ B)=Layp=Las+ Lp=P(A)+ ®(B),
mentre ¢ immediato che

D(AA) = Lyg = AL4 = \D(A).

Concludiamo questo paragrafo trattando il caso del prodotto diretto di due spazi
vettoriali.

Proposizione 26.5. Siano U e W due K-spazi vettoriali di dimensione finita. Al-
lora

dim(U x W) = dim(U) + dim(W).

DIMOSTRAZIONE: Possiamo limitarci a considerare il caso in cui i due spazi sono
entrambi non banali: se ad es. U = {0y}, allora ¢ evidente che U x W = W tramite
I'isomorfismo:

Oy, w) — w.

Cominciamo con lo studiare il caso in cui U = K® e W = K™ con m e n interi
positivi. In tal caso risulta:

K" x K™ =~ K",
Per giustificare cio, ¢ sufficiente considerare ’applicazione
(21, ) (Y1, ym)) EK" X K™ = (21, .., Ty Y1y - -+ Ym) € KT

Si lascia al lettore la semplice verifica che si tratta di un isomorfismo.

Venendo ora al caso generale, posto n = dim(U) e m = dim(W), siano assegnati
due isomorfismi F': U — K" e G: W — K. A partire da questi, possiamo definire
in modo standard un’applicazione:

FxG:UxW —K"xK™,

ponendo
(F x G)(u,w) = (F(u), G(w)) Y(u,w) €U x W.

E un semplice esercizio verificare che si tratta di una bigezione, stante la bigettivita
di entrambe le funzioni coinvolte. Tale applicazione ¢ lineare; infatti, dati due vettori
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(u,w) e (v,w") di U x W, allora:
(F x G)(Mu,w) + p(u',w") = (FxG)Au+ pu', 2w + pw')
= (FQu+ pu), GOw + pw'))
= (AF(u) + pF (), \G(w) + uG(w'"))
= AF(u),G(w)) + p(F (), G(w'))
= MF x G)(u,w) + u(F x G)(w,w").
Resta quindi stabilito che:
UxV=K"xK™",

da cui la conclusione. O

27. I. TEOREMA DEL RANGO

Proposizione 27.1. Sia F : V — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali.
a) Data una sequenza qualsiasi di vettori vy, ..., v, di V si ha:

F(L(v, -, 0)) = LF(), .., F(u,)).
b) Dati due sottospazi vettoriali U e W di V', si ha: F(U+W) = F{U)+ F(W).

DIMOSTRAZIONE: a) Cio ¢ conseguenza immediata del fatto che F' trasforma

combinazioni lineari dei vettori v; in combinazioni lineari delle loro immagini F'(v;),
cfr. Prop. 12.5:

F(L(vi,...,v,)) = F{Mor+--+XNuvg s A, .., Ay €K} =

= {FMvi 4+ +Xop) s A, A\ €KY =
= {MF(v) 4+ NF(vn) i A, A €K} =
= L(F(v1),...,F(v,)).

b) Basta applicare la definizione di spazio somma:

FU+W) = F{utwlueUweW})={F(lut+w)|uelUweW}=
= {Flu)+ Fw)lue UweW}=FU)+ F(W).
O

Mostriamo ora che le applicazioni lineari conservano la proprieta degli spazi a cui
sono applicati di essere finitamente generati:

Proposizione 27.2. Sia F : V — V' un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali
e sia W un sottospazio vettoriale di V. Allora, se W ¢ finitamente generato, tale é
F(W) e si ha

dimKF(W) S dimKVV.
Se F' é un monomorfismo, allora risulta:

dlmKF(W) = dimKW
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DIMOSTRAZIONE: Assunto che W sia finitamente generato, se W = {0y}, allora
F(W) = {0y} e quindi la tesi. Supponiamo quindi dimgW = n > 0 e fissiamo una
base B = {wy,...,w,} di W. Allora abbiamo:

FW) = F(L(wy,...,w,)) = L(F(wy), ..., F(w,))

per cui anche F(W) ¢ finitamente generato; siccome la dimensione di F(W) ¢ il
numero minimo di vettori costituenti un sistema di generatori, deve aversi

Se F' ¢ un monomorfismo, consideriamo la funzione

ridotta della restrizione di F' a W. Essa ¢ ancora lineare, e per costruzione surgettiva,
ma anche ingettiva perche lo & F. Dunque e un isomorfismo e pertanto W e F (W)
in tal caso hanno la stessa dimensione. O

Il risultato seguente ¢ di importanza basilare in tutte le applicazioni dell’algebra
lineare.

Teorema 27.3. (Teorema del rango, o della dimensione, o rango-nullita). Siano V
e V' spazi vettoriali sullo stesso campo K. Si assuma che V' sia finitamente generato.

Sia
F: V=V

un’applicazione lineare. Allora risulta:

(15) dim(V) = dim(Ker(F)) + dim(Im(F)).

DIMOSTRAZIONE: Esaminiamo dapprima il caso in cui F' ¢ ingettiva. Allora,
in base alla Prop. 27.2 sappiamo che dim(F(V)) = dim(V'). D’altra parte per
I'ingettivita, Ker(F) = {0y} e quindi dim(Ker(F)) = 0 e pertanto la (15) & vera in
questo caso.

Supponiamo ora che F' non sia ingettiva e poniamo k := dim(Ker(F')); dunque
k > 0. Fissiamo una base B = {uy,...,ux} di Ker(F). Posto n = dim(V'), appli-
cando il Teorema di completamento, sappiamo che esistono n—k vettori ug.q, ..., U,
che completano B ad una base

B = {ug,...,u,}
di V. Consideriamo quindi il sottospazio di V:
W = L(ugs1, ..., Up).

Chiaramente, tale sottospazio ha dimensione n — k perche i vettori ugyq, ..., u, ne
costituiscono una base, in quanto sono linearmente indipendenti. Sappiamo inoltre
dal Cor. 25.3 che

V= Luy,...,ug) ® L(ugyr, ..., uy)
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cioe che:
V =Ker(F)aW.
Consideriamo quindi la restrizione di F' a W:
Flw : W = V',

Questa funzione, che ¢ ancora lineare, € ingettiva, perche, se w € W & un vettore
appartenente a Ker(F|y), si ha F(w) = 0y, ma allora w € W N Ker(F) = {0y},
da cui w = 0. Pertanto, sempre per la Prop. 27.2, F(W) ha la stessa dimensione di
W, ovvero ha dimensione n — k. Ma F(W) = Im(F); infatti, applicando b) della
Prop. 27.1:

Im(F)=F(V)=F(Ker(F)+W) = F(Ker(F))+FW) = {0y }+F(W) = F(W).
In conclusione

dim(/m(F)) = din(F(W)) =n — k =n — dim(Ker(F))
e la (15) e provata. O

28. IL. TEOREMA DI GRASSMANN

Discutiamo ora il caso rilevante della somma di due sottospazi, provando un altro
risultato fondamentale:

Teorema 28.1. (Formula di Grassmann) Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione
finita. Siano U e W due sottospazi di V. Allora:

(16) din(U + W) = din(U) + din(W) — din(U N W).

DiMOSTRAZIONE: Consideriamo I’applicazione
F:-UxW-—->U+W

definita da:
F((u,w)) :=u+w.
Per la definizione stessa dello spazio somma U + W, F' e surgettiva. Verifichiamo
che F' & anche lineare: si considerino due vettori (u,w) e (v/,w’) di U x W; allora

F(u,w) + (v, w') = F((u+u',v+1))
= (u+u)+ (v+0) = (u+v)+ (W +0)
= F((u,w)) + F((u',w')).
Per ogni A € K abbiamo anche
F(Mu,w)) = F((Au, \w)) = A+ dw = ANu + w) = AF (u, w).

Determiniamo ora il nucleo di F. Per ogni (u,w) € U x W risulta

Flu,w) =0 <= v+w=0 <= w=—uy;
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d’altra parte se w = —u allora ambo i membri sono vettori che devono appartenere
sia a U che a W; se ne deduce che:
(17) Ker(F) ={(u,—u)|lue UNW}.

Da qui segue facilmente che:
Ker(F)=UnNW.
Infatti, un isomorfismo tra questi spazi ¢ dato semplicemente dall’applicazione
G:ueUNWw— (u,—u) € Ker(F),

che & manifestamente bigettiva. Anche la verifica della linearita di questa funzione
non presenta difficolta:

GAu+ pu') = (Au+ pu', = du — pu') = (Au, =) + (pu', —pu')
= Mu, —u) + p(u', —u") = A\G(u) + pG ().
Applicando infine a F' il Teorema del rango, otteniamo:
dim(U x W) = dim(Ker(F)) + dim(Im(F)) = dim(U N W) + dim(U + W),

da cui segue la formula di Grassmann, avendosi dim(U x W) = dim(U) + dim(WV)
per la Prop. 26.5. O

Corollario 28.2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita e siano U, W
sottospazi di V. Allora la somma U + W ¢ diretta se e solo se si ha:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W).

29. COMPONENTI DI UN VETTORE RISPETTO AD UNA BASE

Consideriamo un K-spazio vettoriale V. Sussiste la seguente caratterizzazione

delle basi di V:

Proposizione 29.1. Sia vy,...,v, una sequenza di vettori di V. Allora sono pro-
prieta equivalenti:

a) B ={vy,...,v,} & una base di V.

b) Ogni vettore v € V' si scrive in modo unico come combinazione lineare dei
vettori vy, ..., Up.

Ha senso allora dare la seguente:

Definizione 29.2. Si chiameranno componenti (o coordinate) di un vettore v € V'
rispetto alla base ‘B gli scalari x4, ..., 2, tali che

V=TV + -+ 2,0,

Chiameremo anche vettore delle componenti di v rispetto a B il vettore z = (x4, ..., x,)
di K",
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Tale vettore viene spesso identificato anche con il corrispondente vettore colonna

X1

Tn

Naturalmente la nozione introdotta dipende strettamente dalla scelta della base.
Studieremo in seguito come cambiano le componenti di un vettore al variare della
base. Giova osservare anche che l'ordine assegnato ai vettori della base B & essenziale
nella definizione delle componenti.

L’equivalenza tra le condizioni a) e b) nell’enunciato precedente ¢ conseguenza
immediata del fatto che la a) & caratterizzata mediante 1’applicazione lineare

o K" =V,
studiata nel §17 e definita da
o (T, ..., xy) = X101 + -+ -+ TpU,,
ed equivale al fatto che questa sia un isomorfismo. Ma la bigettivita di g si traduce
nel fatto che:
YVoeV J(z1,...,2,) €EK" 1 v =0pg(r1,...,2,) = 2101 + -+ + Ty

che & proprio la condizione b) enunciata sopra.

Nel seguito, data una base 8, denoteremo con
'(ﬁ% V—-K"

la funzione che associa ad ogni vettore v la n-pla (z1,...,x,) delle sue componenti
rispetto alla base in questione.

Per definizione, questa funzione altri non e che 'isomorfismo inverso di (pg; in

simboli:
1

Uy = oy -
Notiamo che la linearita di questa funzione garantisce che:
- il vettore delle componenti della somma v+ v di due vettori v e v’ coincide con
la somma x + ' dei vettori delle componenti di v e di v';
- per ogni scalare A € K, dato un vettore v con vettore di componenti x, il vettore
delle componenti di Av e \x.

ESEMPIO 29.3. Nel caso in cui V' = K" e scegliamo la base canonica By = {e1, ..., e,},
allora le componenti di ogni z = (z1,...,2,) sono esattamente (z1,...,z,). Cio
segue dalla identita fondamentale (5).

Dunque in tal caso 1y, € semplicemente 1'isomorfismo identico: g, = Idgn.
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30. MATRICE ASSOCIATA AD UN INSIEME DI VETTORI

Sia assegnato uno spazio vettoriale V' di dimensione n > 0 e si fissi una sua base
B ={vy,..., v}

Definizione 30.1. Sia wuq, ..., u; una successione finita di vettori arbitrari di V,
k > 1. Si chiamera matrice associata a tali vettori rispetto alla base B, la
matrice con n righe e k colonne, la cui colonna j-ma ¢ il vettore delle componenti
di u; rispetto a ‘B, ovvero ¢ la matrice

(18) (Vo (ur)  Yo(u2) -+ Yas(ug)).

L’utilita della nozione di matrice associata ad un insieme di vettori e stabilita dal
risultato seguente, che riconduce il calcolo della dimensione di un sottospazio di V'
al calcolo del rango di una matrice. Ricordiamo che il rango di una matrice A €
M, »(K) ¢ il massimo numero di righe (o equivalentemente, colonne) linearmente
indipendenti. Se r = rg(A), allora

r=dim(L(AW, ... AM)Y),

Possiamo supporre r > 0, altrimenti A = 0 e il risultato & ovvio. Denotata con
s la dimensione dello spazio vettoriale generato dalla righe di A, e data una base
A AGS) i tale spazio, allora tali righe sono linearmente indipendenti, per cui
s < r. D’altra parte, sappiamo che s ¢ il massimo numero di vettori indipendenti
nello stesso spazio, per cui dev’essere anche r < s. Analogamente, coinvolgendo le
colonne:

r=dim(L(Aqy, ..., Am)).

Cio premesso, si ha:

Teorema 30.2. Sia uq,...,u, una successione finita di vettori di V', k > 1. Sia B
una base di V' e sia A la matrice associata a questa sequenza di vettori rispetto alla
base 5. Allora

dim(L(uq, ..., u;)) = rg(A).

DIMOSTRAZIONE: Poiche ¢y € un isomorfismo, sappiamo che ogni sottospazio
di V' viene trasformato da 1y in un sottospazio di K" avente la stessa dimensione
(Prop. 27.2); si ha quindi:

dim(L<u17"'>uk>> = dlm(w%([’(ulaauk)) =
= dim L(¢p(u1), . . ., ¥ (ug)) =
= dim L(A(l), o ,A(k)) = rg(A).
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Come applicazione, discutiamo un’altra caratterizzazione delle basi, attraverso
la nozione di matrice invertibile. Ricordiamo che GL(n,K) denota il gruppo delle
matrici invertibili di ordine n. Queste matrici sono caratterizzate mediante la con-
dizione det(A) # 0 o, equivalentemente, rg(A) = n.

Corollario 30.3. Siano V' un K-spazio vettoriale di dimensionen, B" = {uy, ..., u,}
una sequenza di n vettori, e A € M, (K) la matrice associata a tali vettori rispetto
ad una fissata base B. Allora:

B’ € una base di V <= A e GL(n,K).

DIMOSTRAZIONE: Infatti, sappiamo che la sequenza di n vettori in questione
forma una base se e solo se e un sistema di generatori, il che accade se e solo se il
sottospazio L(uq, ..., u,) coincide con V, il che accade se e solo se ha dimensione n,
e cio e vero se e solo se rg(A) = n per il teorema precedente. O

31. MATRICI ASSOCIATE AD UN’APPLICAZIONE LINEARE

Siano V e W due spazi vettoriali non banali sullo stesso campo K, entrambi
finitamente generati, aventi dimensioni n ed m rispettivamente.

Definizione 31.1. Siano fissate due basi B = {vy,...,v,} e €di V e di W rispet-
tivamente. Sia F': V — W un’applicazione lineare. Si chiama matrice associata
ad F' rispetto alle basi B e € la matrice associata alla successione di vettori
F(vy),...,F(v,) di W rispetto alla base €.

Questa matrice si denotera con il simbolo

My(F)
oppure talvolta con
My o(F).
Dunque, per definizione, si tratta della matrice di tipo m x n data da:
(19) My(F) == (Ye(F(n1)) ve(F(va)) -+ Ye(F(va))).

Qui utilizziamo ancora l'isomorfismo ¢ : W — K™ che associa ad ogni vettore
di W il vettore delle sue componenti rispetto alla base €. Mettiamo in evidenza il
fatto che la matrice Mg (F) dipende dalla scelta delle basi scelte nei due spazi.

EsEmPIO 31.2. Consideriamo gli spazi vettoriali Rs[x] e Ry[x] costituiti dai polinomi
p : R — R di grado rispettivamente minore o uguale a 3 e minore o uguale a 2.
L’applicazione
F Rg[l’] — Rg[l’]
definita da
F(p) =71,

che associa a ogni polinomio p € Rs|x] la sua derivata prima, ¢ ben definita ed ¢ line-
are in virtu delle proprieta note della derivata. Determiniamo la matrice associata
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a I rispetto alle basi B = {1,z,2% 13} e € = {1,z,2%}. Intanto osserviamo che,
per ogni polinomio p = ag + a7 + asx? in Ry[z], il vettore delle sue componenti &
(ag,ay,asz), cioe:
w@(p) - ((IO, ai, a/2>‘
Abbiamo
F(1) =0, F(z) =1, F(2?) = 22, F(2*) = 322

e pertanto la matrice associata a I’ e la seguente:

0100
Mg(F)y=10 0 2 0
0003

L’utilita di questa nozione ¢ subito chiarita dal risultato seguente:

Teorema 31.3. Siano fissate due basi B e € di due K-spazi vettoriali Ve W. Sia
F:V — W un’applicazione lineare. Allora:

dim(Im(F)) = rg(Mg(F)).

DIMOSTRAZIONE: Posto B = {vy,...,v,}, si ha:
dim(Im(F)) = din L(F(vy), ..., F(v,)) = rg(Mg(F)),

dove l'ultima uguaglianza ¢ una diretta applicazione del Teorema 30.2 alla sequenza
di vettori F(vy),...,F(v,). O

Questo risultato autorizza a chiamare rango di un’applicazione lineare F' la
dimensione di I'm(F); si usa anche il simbolo rg(F’) per denotare questa dimensione.
Cio giustifica anche la denominazione del Teorema fondamentale 27.3.

Corollario 31.4. Data un’applicazione lineare F' .V — W, fissate due basi B e €
di 'V e di W rispettivamente, allora:

F ¢ un epimorfismo <= rg(Mg(F)) =dimn W,
F ¢ un monomorfismo <= rg(Mg(F))=dimV.

E un’immediata applicazione del risultato precedente per quel che concerne la
prima affermazione; riguardo la seconda, basta applicare il Teorema del rango: in-
fatti F' ¢ un monomorfismo se e solo se dim(Ker(F')) = 0 1l che accade se e solo se
dimV = dim(Im(F)).
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ESEMPIO 31.5. Ad esempio, se I : K* — K3 ¢ definita da:
F(x1, 29,13, 74) := (21 + 22,0, 13 + 14),

allora il rango di F' si puo calcolare valutando il rango della matrice A ad essa
associata che, come sappiamo, e:

1 100
0000
0 011
Pertanto rg(F') = 2. Un base di Im(F) ¢ ad esempio {F'(e1), F(e3)} = {(1,0,0),(0,0,1)}.

32. APPLICAZIONI LINEARI TRA SPAZI VETTORIALI DELLA STESSA DIMENSIONE

In questo paragrafo approfondiamo il caso di un’applicazione lineare che operi tra
spazi vettoriali aventi la stessa dimensione.

Teorema 32.1. Sia F': V — W un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali della
stessa dimensione n. Allora le sequenti proprieta sono equivalenti:

a) ' e un monomorfismo,
b) F é un epimorfismo,
c) F' & un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE: E sufficiente dimostrare che a) e b) sono equivalenti. Si tratta
di una semplice applicazione del Teorema del rango. Infatti, tenendo conto della (15)
risulta che F' & un monomorfismo se e solo se dim(Ker(F')) = 0, il che accade se e solo
se dim(V') = dim(Im(F')), ovvero, stante, I'ipotesi, se e solo se dim(W) = I'm(F) e
cio equivale a dire che Im(F') = W, ovvero che F' & un epimorfismo. O

Come applicazione di questo risultato abbiamo la seguente caratterizzazione degli
isomorfismi, come quelle applicazioni lineari che trasformano basi in basi; piu pre-
cisamente:

Teorema 32.2. Sia F': V — W un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali della
stessa dimensione n > 0. Allora le sequenti proprieta sono equivalenti:

a) F' ¢ un isomorfismo;

b) Per ogni base B = {vy,...,v,} di V, si ha che {F(v1),...,F(v,)} é una
base di W ;

c) Esiste una base B = {vy,...,v,} di V, tale che {F(v1),...,F(v,)} € una
base di W.

DIMOSTRAZIONE: Riguardo l'implicazione a) = b), se vale a), F' & un epimor-
fismo e quindi
L(F(v1),...,F(v,)) =W,
e quindi F(vy),...,F(v,) € un sistema di generatori di W; siccome W ha dimen-
sione n, sappiamo che cio basta per affermare che {F(vy),..., F(v,)} & base di
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W. L’implicazione b) = ¢) ¢ ovvia; resta da provare che ¢) = a). Sia B =
{v1,...,v,} una base di V e assumiamo che essa venga trasformata in una base
{F(v1),...,F(v,)} di W. Ai fini di provare che F' ¢ un isomorfismo, stante il risul-
tato precedente, basta controllare che F' ¢ surgettiva. Infatti abbiamo:

Im(F) = L(F(v),..., F(v,)) = W.
U

Concludiamo questo paragrafo con un’altra caratterizzazione, operativamente con-
veniente, degli isomorfismi in termini di matrici:

Teorema 32.3. Sia F': V — W un’applicazione lineare tra due K-spazi vettoriali
aventi la stessa dimensione n > 1. Siano B e € basi di V' e di W rispettivamente.

Allora
F ¢ un isomorfismo <= Mg(F) € GL(n,K).

DIMOSTRAZIONE: Infatti, tenendo conto dei Teoremi 32.1 e 31.3:
F isomorfismo <= rg(F) =n <= rg(Mg(F))=n <= Mg(F) € GL(n,K).
(I

33. PROPRIETA DELLA MATRICE ASSOCIATA A UN’APPLICAZIONE LINEARE

Il Teorema che segue spiega come si trasformano le componenti di un vettore
applicandovi un’applicazione lineare:

Teorema 33.1. Siano V', W spazi vettoriali entrambi non banali sullo stesso campo
K, entrambi finitamente generati. Si fissino una base B di V' ed una base € di W.
Sia F: V. — W un’applicazione lineare e sia A = Mg(F) la matrice associata
ad F rispetto a ‘B e C.
Per ogni vettore v € V', denotato con x il vettore delle componenti di v rispetto
alla base B, si ha che il vettore y delle componenti di F(v) rispetto a € ¢ dato da:

(20) y = Ax.

DIMOSTRAZIONE: Infatti, posto B = {vy,...,v,}, abbiamo, posto z = (x1,...,x,):
U= T101 + -+ TpUn,

da cui
Fw)=x1F(v) 4+ -+ x, F(vy,).

Per definizione il vettore y delle componenti di F'(v) si ottiene calcolando )¢ (F'(v));
poiche anche questa applicazione e lineare si ricava:

y = Ye(F(v) = 219e(F(v1)) + - -+ + znthe(F(vn)).
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Ma ciascun vettore 1¢(F'(v;)) non & altro che la colonna i-ma di A; pertanto in
definitiva
1
y=mAg+-trdm =A| | = Az,
Tn

dove si ¢ applicata la (12). O

34. ESISTENZA ED UNICITA DI APPLICAZIONI LINEARI

In questo paragrafo dimostriamo un risultato importante che permette di costru-
ire, fissato un K-spazio vettoriale V' di dimensione finita, applicazioni lineari F' :
V — W, dove W & un arbitrario K-spazio vettoriale.

Cominciamo col puntualizzare che un’applicazione lineare definita su uno spazio
vettoriale di dimensione finita ¢ completamente determinata dai valori che assume
su una fissata base. Questo risultato generalizza quanto visto in precedenza per
un’applicazione F': K" — K™, dove si utilizzava la base canonica di K".

Teorema 34.1. Siano V e W due K-spazi vettoriali, di cui il primo di dimensione
n>1, esiaB={vy,...,v,} una base di V.
Date due applicazioni lineart F':V — W e G:V — W, si ha:

F=G < Vie{l,....,n} F(v)=Gv).

DIMOSTRAZIONE: E chiaro che la condizione enunciata & necessaria affinche F =
G. Siano F,G : V' — W lineari e si assuma che F'(v;) = G(v;) perognii € {1,...,n}.
Consideriamo un vettore v € V; possiamo scrivere in modo unico tale vettore nella
forma v = xyvy + - - - + x,v,, da cui per la linearita di entrambe le applicazioni:

F(v) = F(xyoi+- - +xp0,) = 21 F(v)+- - Fx, F(v,) = 21G(v1)+- - +2,G(v,) = G(v).

Stante Parbitrarieta di v abbiamo che FF = G. O

Il risultato seguente mostra che si possono costruire applicazioni lineari prescriven-
done i valori assunti sui vettori di una base:

Teorema 34.2. (Esistenza ed unicita delle applicazioni lineari)

Siano Ve W spazi vettoriali sul campo K e si assuma V' di dimensione finita
n > 0. Si fissi una base B = {vy1,...,v,} di V. Siano wy,...,w, vettori di W
arbitrari. Allora esiste una ed una sola applicazione lineare F': V' — W tale che

(21) Vie{l,...,n} F(v;) = w;.
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DIMOSTRAZIONE: L’unicita dell’applicazione F' nell’enunciato ¢ garantita dal
Teorema precedente. Proviamo che una tale F' esiste. Assegnatii vettori wy, ..., w,,
definiamo un’applicazione F': V' — W nel modo seguente:

F(v) := xyw1+- - 4x,w,, dove (x1,...,2,) sono le componenti di v rispetto a 8.

Si osservi che la definizione € ben posta per I'unicita delle componenti di ciascun
vettore v di V. Verifichiamo innanzitutto che questa funzione soddisfa (21). Infatti,
notiamo che per ogni ¢ € {1,...,n}, risulta
(22) vi:Ov1+---+Ovi_1+1vi+0vi+1—I—---+vn
ovvero per ogni ¢ le componenti di v; sono tutte nulle tranne la i-ma che e uguale a
1. Dunque direttamente dalla definizione di F’, abbiamo F(v;) = w;.

Resta da provare che 'applicazione F' ¢ lineare. Posto A = {wy,...,w,}, vi &
I’applicazione lineare

oA K" =W, @a(x,...,2,) =101 + -+ + Tpwy,.

Allora basta osservare che F' coincide con la funzione composta

F = p401)y.

Infatti, per ogni vettore v € V' di componenti (xy,...,z,) si ha:

(paothg)(v) = pa(s(v)) = palzy, ..., x,) = T7W1 + -+ - + THW, = F(v).

Dunque F' ¢ lineare perche composta di applicazioni lineari.

Si invita il lettore a fare anche una verifica diretta della linearita di F' usandone
direttamente la definizione, a titolo di esercizio. O

Sottolineamo che i vettori wy, ..., w, possono essere scelti in modo arbitrario; ad
esempio, se wy; = - -+ = w, = 0, allora 'applicazione lineare risultante ¢ necessaria-
mente la funzione nulla 0 : V- — W.

35. RELAZIONE TRA APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI

Discutiamo ora I'importante risultato seguente, che stabilisce un legame essenziale
tra le nozioni di applicazione lineare e quella di matrice. Ricordiamo che I'insieme
Hom(V, W) di tutte le applicazioni lineari tra due K-spazi vettoriali assegnati € esso
stesso un K-spazio vettoriale.

Teorema 35.1. Siano V', W spazi vettoriali entrambi non banali sullo stesso campo
K, entrambi finitamente generati ed aventi dimensioni n ed m rispettivamente. Si
fissino una base B di V ed una base € di W. L’applicazione

Mg : Hom(V,W) — M,, ,(K)

che fa corrispondere ad ogni F' € Hom(V, W) la matrice M§&(F) ad essa associata
rispetto alle due basi, € un isomorfismo di spazi vettoriali.
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Come conseguenza rilevante, abbiamo:

Corollario 35.2. Se V e W sono spazi vettoriali non banali di dimensione n ed m,
allora anche Hom(V, W) ¢ finitamente generato e

dim(Hom/(V,W)) = mn.

Per dimostrare il Teorema 35.1, assumiamo B = {vy,...,v,}. Proviamo innanzi-
tutto che Mg ¢ ingettiva; siano F': V — W e G : V. — W due applicazioni lineari.
Se

My (F) = My(G),

allora in particolare le colonne di queste matrici coincidono:

My (F)q) = My(G) ),
ma cio significa che

Ve(F(vi) = ve(G(uvi),
e quindi, siccome )¢ € ingettiva:

F(v;) = G(v;).

Dunque possiamo concludere che F' = G in forza del Teorema 34.1.

Discutiamo ora la surgettivita della nostra applicazione. Sia A € M, ,(K) una
matrice assegnata e consideriamo i seguenti vettori di W:

Wy = @Z)Q_l(A(i)), 1=1,...,n.

Per costruzione, ciascun vettore w; ha proprio il vettore colonna Ag; come vettore
delle sue componenti rispetto alla base €. Applicando il Teorema 34.2, abbiamo che
esiste una ed una sola applicazione lineare F': V' — W tale che

Flv)=w;, i=1,...,n.
Risulta allora per costruzione che Mg(F) = A. Si ha infatti:

M%(F) = (Ye(F(v1)) -+ Ye(F(va))) = (e(wr) -+ te(wy)) = (A(l) A(n)) = A.

Resta da provare che P'applicazione Mg ¢ lineare. Si noti che cio corrisponde a
stabilire due proprieta utili delle matrici associate, ovvero:

My(F + G) = My(F) + My(G), My(AF) = AMg(F),

dove \ & uno scalare.
Siano F,G € Hom(V,W). Allora

My(F+G) = (¢e((F+G)(v1)) - vel(F+G)(va))) =
(Ye(F(v1) +G(v1)) -+ Ye(F(vn) +G(vn))) =
(Ye(F(v1) +ve(G(vr) -+ ve(F(vn)) + te(Glvn)) ) = My(F) + My(G)
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dove abbiamo tenuto conto della definizione di F' 4 G e sfruttato la linearita di .
Analogamente:

MgAF) = (be((AF)(v1)) -+ del(AF)(vn)) ) =
(Ve(AF(v1)) -+ e(AF(vn))) = (Mpe(F(v1)) - Mpe(F(vn))) = AMg(F).
Cio conclude la dimostrazione del Teorema 35.1. O

36. RELAZIONE TRA COMPOSIZIONE DI APPLICAZIONI LINEARI E PRODOTTO DI
MATRICI

Teorema 36.1. Siano V, W ed U spazi vettoriali sullo stesso campo K, tutti di
dimensione finita. Siano B, € e D basi di V, W ed U rispettivamente. Siano
F:V—>WeG: W = U applicazioni lineari. Allora:

(23) M3 (G o F) = Mg (G) My (F).

DIMOSTRAZIONE: Sfrutteremo la proprieta fondamentale (20) della matrice asso-
ciata a un’applicazione lineare. Denotate rispettivamente con n, m e s le dimensioni

di V, W e U, e posto:
A= Mg(F), B := Mg (G), B = {vy,...,v,},

per ogni vettore v di V' con vettore di componenti x rispetto alla base B, abbiamo
che il vettore delle componenti y di F(v) e dato da y = Axz; quindi il vettore z delle
componenti di G(F(v)) rispetto alla base © ¢ dato da

z = By = B(Ax) = (BA)zx.

In particolare, per ogni vettore v; di 98, essendo = = e;, si ottiene che (G o F)(v;) ha
vettore di componenti:
Pertanto, stante la definizione, la matrice associata a G o F' e:

Mg (GoF) = ((BA) - (BA)w) = BA.

Prima di procedere facciamo un’utile osservazione riguardante la matrice associata
all’applicazione identica:

ESEMPIO 36.2. Si ha, qualunque sia la base 8 di V:
Mg (Idy) =1I,, n=din(V).
Infatti, posto B = {vy,...,v,}, ricordando che ¥y (v;) = €;:
Mg (Idy) = (Pn(Idy(v1)) - ¢s(Idv(va)))
— (w%(vl) w%(vn)))z(ﬁ en):[n.
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Corollario 36.3. Sia F' : V. — W un isomorfismo tra due spazi finitamente generati
aventi dimensione n > 1. Siano B e € basi di V' e di W rispettivamente. Allora

(24) ME(F) = M§(F) ™.

DIMOSTRAZIONE: Ricordiamo intanto che la matrice Mg(F) & invertibile stante
il Teorema 32.3. Dalla relazione

FoF ' = Idy
segue, in forza del Teorema precedente:
My(P)ME (F™') = Mg (Idw) = I,
1

da cui si ricava immediatamente la (24) moltiplicando ambo i membri per Mg (F)~.
O

37. CAMBIAMENTI DI BASE

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n > 0 sul campo K e siano assegnate

due basi B = {vy,...,v,} e B ={v],...,v,} di V.

Definizione 37.1. Si chiama matrice di passaggio da B a B’ e si denota col
simbolo

M%7%/

la matrice associata ai vettori v}, ..., v} rispetto a B.

ESEMPIO 37.2. Ad esempio, considerate la base canonica B, = {(1,0), (0,1)} di R?
e la base B = {(1,2),(1,1)} allora risulta che la matrice di passaggio da B, a B e:

11
M%o,‘B - (2 1) )

che si ottiene semplicemente scrivendo in colonna i vettori di 8, mentre la matrice
di passaggio da B a B, risulta la seguente:

-1 1
v (7 1)
In tal caso le due colonne sono i vettori delle componenti di (1,0) e (0, 1) rispetto a

B; si ha infatti:
(1,0) = —(1,2) +2(1,1), (0,1) = (1,2) — (1,1).
Osserviamo che la matrice di passaggio da una base ad un’altra ¢ sempre una

matrice invertibile; cio ¢ garantito dal Cor. (30.3). Si puo ricavare cio anche dal
risultato seguente, che ne fornisce un’altra interpretazione:
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Proposizione 37.3. Assegnate due basi B e B’ dello spazio vettoriale V' risulta
che:

My = Mg (Idy).
In particolare

M%m/ S GL(TL, K)
Inoltre:

Moy o5 = (My )"

DIMOSTRAZIONE: Abbiamo infatti
Mg (Idy) = (Yo (Idy (V) -+ ve(Idy(v)))) = (bs(v]) -+ a(v))) = My .

Poiche Idy € un isomorfismo, segue dal Corollario 32.3 che Mg g ¢ invertibile.
L’ultima affermazione segue dal Corollario 36.3 applicato a Idy:

My = Mg (Idy) = Mg, (Idy") ™ = MJ (Idy) ™ = (Mpe) "
O

Il risultato seguente illustra come cambiano le coordinate di un vettore effettuando
un cambiamento di base:

Teorema 37.4. Dato un vettore v € V', siano x e &' i vettori delle componenti di
v rispetto alle basi B e B’ rispettivamente. Denotata con A la matrice di passaggio
da B a B', sussiste la relazione:

(25) r = Az’

DIMOSTRAZIONE:  Siccome A = Mg, (Idy), basta applicare il Corollario 33.1
all’applicazione identica Idy : V — V. dove lo spazio di partenza ¢ considerato
munito della base B’, mentre quello di arrivo si considera munito della base 9B.
Sappiamo infatti che per ogni v € V' il legame tra le coordinate di v e di Idy (v) =v

rispetto alle due basi (dove va considerata prima B’ e poi B) ¢ proprio dato dalla
(25). O

Studiamo infine come cambia la matrice associata ad un’applicazione lineare
facendo scelte diverse delle basi negli spazi di partenza e di arrivo:

Teorema 37.5. (del cambiamento di base)

Siano V', W spazi vettoriali non banali sullo stesso campo K, entrambi finitamente
generati. Sia F : V — W un’applicazione lineare. Si fissino due basi B, B’ di 'V e
due basi €, & di W. Allora risulta

(26) Mg, (F)=C'ME(F)B

dove B ¢ la matrice di passaggio da B a B’, mentre C ¢ la matrice di passaggio da
¢acd.
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DIMOSTRAZIONE: L’applicazione F' puo riguardarsi come composizione delle
applicazioni seguenti:

v ooy Dow 2% ow

B’ B ¢ ¢’
dove abbiamo indicato la scelta di una base per ciascuno spazio coinvolto. Appli-
cando il Teorema 36.1 si ottiene quindi:

MS(F) = MS (Idw o Foldy)=MS((Idy oF)oldy) =
Mg (Idw o FYMp (Idy) = ME (Idy o F)B =
= Mg (Idw)Mg(F) = C™' Mg(F)B

dove si e tenuto conto della Prop. 37.3. O

38. ENDOMORFISMI DI UNO SPAZIO VETTORIALE

Definizione 38.1. Si chiama endomorfismo di un K-spazio vettoriale V' ogni appli-
cazione lineare F' : V — V.

Sono esempi di endomorfismi ’endomorfismo nullo 0 : V' — V' e quello identico
Idy : V — V. Lo spazio vettoriale Hom(V, V) costituito da tutti gli endomorfismi
dello spazio V' verra denotato con End(V).

Per gli endomorfismi si particolarizza la nozione di matrice associata, facendo uso
di una singola di base di V', come segue:

Definizione 38.2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 1, F' €
End(V') e B una base di V. Si pone

Mg (F) := Mg (F).
La matrice quadrata My (F') € M, (K) verra detta la matrice associata a F' rispetto
alla base *B.
Sappiamo che, fissata la base 28, ’applicazione
My : End(V) — M,(K)

che associa ad ogni endomorfismo F': V' — V la corrispondente matrice associata

(rispetto alla base assegnata), ¢ un isomorfismo. In particolare End(V') ha dimen-
2

sone n-.

Applicando il Teorema del cambiamento di base in questo caso, otteniamo la
seguente relazione tra le metrici associate ad un endomorfismo rispetto a due basi
diverse:
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Proposizione 38.3. Sia F' € End(V) e siano B e B’ due basi di V. Allora, posto
A= Mg(F) e B= My/(F), si ha:
(27) B=M"1AM
dove M é la matrice di passaggio da B a B'.
Conviene introdurre a questo proposito la seguente nozione di carattere generale:

Definizione 38.4. Siano A, B € M, (K) matrici quadrate dello stesso ordine. Si
dice che A e B sono simili se esiste una matrice invertibile M € GL(n, K) tale che:

(28) B=M"1AM.

La relazione di similitudine sull’insieme M,,(K) & simmetrica, perche se vale (28),
allora si ha anche:
A=MBM™,
con M1 invertibile. Si tratta in realtd di una relazione di equivalenza. Notiamo
intanto che ogni matrice A e simile ad A, avendosi

A=1T"AI,.

Lasciamo al lettore la semplice verifica che, date le matrici A, B, C' € M, (K), allora
se A e simile a B e B ¢ simile a C, segue che A ¢ simile a C.

Dunque con questa terminologia possiamo riformulare la Proposizione precedente
come segue:

Corollario 38.5. Sia F' € End(V). Le malrici associate a F' rispetto a due basi
diverse B e B’ di V sono sempre simili tra loro.

Proposizione 38.6. Siano A, B € M,(K), n > 1, due matrici simili. Allora
det(A) = det(B).

DIMOSTRAZIONE: Infatti, per ipotesi
B=M"1AM

per un’opportuna matrice invertibile M, da cui, applicando il Teorema di Binet:

det(B) = det(M ') det(B) det(M) = det(A) det(M) = det(A).

1
det(M)
O

Il fatto che matrici simili hanno lo stesso determinante giustifica la definizione
seguente, in forza del Corollario precedente:

Definizione 38.7. Siano V' uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione n > 1
e F':'V — V un endomorfismo. Si chiama determinante di F' lo scalare

det(F) := det(My(F)),

dove B & una base di V scelta in modo arbitrario.



80

Chiameremo automorfismo dello spazio V' ogni endomorfismo che & un isomor-
fismo. L’insieme Aut(V') di tutti gli automorfismi di V' forma un gruppo rispetto
all’operazione di composizione di funzioni. Il seguente risultato ¢ conseguenza im-
mediata del Teorema 32.3:

Proposizione 38.8. Siano V uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione
n>1esia F:V —V un endomorfismo. Allora

F e Aut(V) < det(F) # 0.

39. ENDOMORFISMI DIAGONALIZZABILI

In questo paragrafo studiamo un problema importante in Algebra Lineare e di
interesse in diversi campi della matematica. Si tratta di stabilire sotto quali con-
dizioni un endomorfismo di un fissato spazio vettoriale sia rappresentabile con una
matrice associata che sia di una tipologia pit semplice possibile. Introduciamo a tal
scopo la nozione di matrice diagonale:

Definizione 39.1. Una matrice quadrata A = (a}) € M, (K) si dice diagonale se
abl=0  Vi#j

In tal caso A ¢ della forma:

ap
dove si sottindende gli elementi di A non scritti sono tutti uguali a 0.

In generale, gli elementi a¢ di una matrice quadrata A si dicono diagonali e formano
la cosiddetta diagonale principale di A. Quindi in una matrice diagonale essi sono
gli unici che possono essere non nulli.

Useremo anche la notazione

A =diag(Ai, ..., \n)
per indicare la matrice diagonale di ordine n tale che
ar = A, ..., a" =\,

Notiamo che, rappresentando tale matrice per colonne, abbiamo:

A= ()\161 )\nen) .
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Definizione 39.2. Siano V' uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione n > 1
ed F': V — V un endomorfismo. Si dira che F' ¢ diagonalizzabile se esiste una
base B di V tale che la matrice associata Mg (F') a F' rispetto a B ¢ diagonale. Una
base di V' con questa proprieta ¢ detta base diagonalizzante per F.

Nel seguito discuteremo dei criteri utili per stabilire se un endomorfismo ¢ diagona-
lizzabile. Discutiamo ora delle immediate conseguenze di questa condizione. Si
supponga che la matrice A = My (F') rispetto a un’opportuna base B sia diagonale:

A
A=
An
Allora, per ogni vettore v € V il cui vettore delle componenti rispetto a B &
L1
x= | t |, abbiamo che il vettore F(v) ha componenti date dal vettore:

Tn

A1

Y= :
AT,

Infatti, sappiamo che y si ricava subito mediante la relazione y = Az. Dunque,
per ogni v € V, il vettore F(v) si ottiene da v semplicemente “riscalandone” le

coordinate mediante i fattori costanti Ay, ..., A, (indipendenti da v).

In particolare, posto B = {vy,...,v,} possiamo ricavare che le immagini dei
vettori della base diagonalizzante sono dati da:
(29) F<U1> :)\Z'Ui, 1= 1,,71,

Ad esempio, F'(v;) = A\jvy, perche le componenti di v; sono (1,0,...,0) e quindi
F(v1) ha componenti (Aq,0,...,0). Analogamente per gli altri vettori v;, usando il

fatto che tale vettore ha componenti date da e;.
Le (29) si possono anche giustificare usando 'isomorfismo g : V' — K"; infatti,
tenendo conto della definizione di A:

A= (Yu(F(v1)) - Y (F(vn)) = diag(Ay, ..., An) = (M1er -+ Apen),
da cui
@Z’%(F(Ui)) = \i€;
Y (F(v5)) = N (v;) = ¥ (Avy)

e si ricava che F'(v;) = \;.

Le relazioni (29) suggeriscono di introdurre la seguente definizione.
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Definizione 39.3. Sia F' : V — V un endomorfismo. Un vettore v € V si dice
autovettore di F' se v # 0 ed inoltre esiste A € K tale che

(30) F(v) = \v.

Si noti che lo scalare A e univocamente determinato dalla condizione precedente:
infatti se u € K e tale che
F(v) = v,
allora
Ho = v

da cui g = X perche v # 0.
Se v ¢ un autovettore di F, I'unico scalare A per cui ¢ soddisfatta la (30) si
chiamera I’autovalore relativo a v.

Proposizione 39.4. Siano F' € End(V) un endomorfismo e sia B = {vy,...,v,}
una base di V. Allora si ha:
B ¢ una base diagonalizzante per F' <= wvy,...,v, sono autovettor: di F'.
DIMOSTRAZIONE: L’implicazione = ¢ stata gia provata, tenendo conto della

(29). Riguardo l'altra, supponiamo che ogni v; sia un autovettore, con autovalore
associato \;. Allora

My(F) = (¢a(F(v1)) -+ ¥u(F(v))) = (We(Mo1) -+ da(Aavn)) =
= (A1¢%(Ul) v Anw%(vn)) = ()\161 tr >\n€n> = diag<)\17 e a)\n>
e quindi B ¢ una base diagonalizzante per F'. O

Si ottiene quindi il seguente criterio di diagonalizzabilita:

Corollario 39.5. Un endomorfismo F : V. — V ¢ diagonalizzabile se e solo se lo
spazio vettoriale V- ammette una base B di V' costituita da autovettor: di F'.

40. AUTOVALORI E AUTOSPAZI DI UN ENDOMORFISMO

Definizione 40.1. Sia F' € End(V) un endomorfismo di un K-spazio vettoriale e
sia A € K. Si dira che A & un autovalore di F' se esiste un vettore v € V, v # 0,
tale che

F(v) = \v.
In altri termini, cio significa che A & I'autovolare associato ad un opportuno autovet-
tore di F'.

Definizione 40.2. L’insieme di tutti gli autovalori di ' di un endomorfismo e detto
spettro di F e si denota con Sp(F).

Come vedremo, puo accadere che lo spettro di un endomorfismo sia vuoto; cio
dipende dalle proprieta del campo K.
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Definizione 40.3. Sia A € K un autovalore dell’endomorfismo. Si chiama au-
tospazio di F' relativo a A 'insieme
WVA(F) :={v e V]| F(v) = \v}.
Risulta che:

Proposizione 40.4. Per ogni autovalore \, Vy\(F') é un sottospazio vettoriale di V.

DIMOSTRAZIONE: Basta osservare che
W) = {veV|Fw)=M}={veV|F(v)— =0y}
{veV|F)—Ady(v)=0y}
= {veV|(F(v) = Mdy)(v) =0v}
= Ker(F — M\dy).

O

Osserviamo esplicitamente che, per definizione di autovalore, se A € Sp(F'), allora

VA(F) # {0}; inoltre
VW(F)={0y} U{v €V : v & autovettore di F' con autovalore A\}.

Ai fini di determinare lo spettro di un endomorfismo , si introduce un oggetto
cruciale, di carattere algebrico. Come nei casi K =R e K = C, un polinomio p(t) a
coefficienti nel campo K e un’espressione formale del tipo

p(t) = ag + at + - - + ayt®.

Il grado d di un poliomio p(t) non nullo ¢ il piu grande intero d > 0 tale che a4 # 0.
Il coefficiente a4 si chiama coefficiente direttivo di p(t).
La funzione polinomiale associata a p(t) e la funzione:

prx €K ag+arx+ - apa’,

e si chiama radice di p(t) ogni scalare A € K per cui p(\) = 0.
Anche nel contesto dei campi qualsiasi vale il Teorema di Ruffini, che caratterizza

le radici A di p(¢) mediante la condizione che il polinomio di primo grado ¢t — A divida
p(t), nel senso che:

p(t) = (t = A)q(?),
con ¢(t) un altro polinomio opportuno.

Definizione 40.5. Siano V' uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione n > 1
ed F : V — V un endomorfismo. Si chiama polinomio caratteristico di F il
polinomio pr(t) definito da:

(31) pi(t) = det(F — tIdy).
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Si puo provare che il polinomio caratteristico di un endomorfismo F' : V — V
¢ effettivamente un polinomio di grado n = dim(V'), avente coefficiente direttivo
(—1)™. Non discuteremo una dimostrazione formale di cio, limitandoci a osservare
quanto segue. Ai fini di esplicitare 1'espressione di pg(t), fissiamo una base qualsiasi
B di V. Sia A = (az-) la matrice associata ad F' rispetto a tale base. Allora la
matrice associata all’endomorfismo F' — tIdy ¢ data da

My (F —tldy) = My (F) —tMy(Idy) = A —tl,
in virtu del fatto che ’applicazione

g € End(V) — Mg(g) € M,(K)

e lineare (Teorema 35.1) e che, rispetto a qualsiasi base B = {v,...,v,}, si ha
sempre

My (Idy) = 1,
infatti:

My (Idy) = (s (Id(vr)) --- Ya(Id(va)) = (m(v1) - Pu(vn)) = (€1 -+ €n) = In.

In conclusione, per definizione di determinante di un endomorfismo, abbiamo:

al—t ay - dl

a?  as—t - ad?

(32) pr(t) = | A — t1,] = ~ !
ay ay - ap—1

Ora, sviluppando il determinante mediante la regola di Laplace, ad es. rispetto
alla prima riga, si vede che tale epressione ¢ somma di prodotti di n scalari che sono
clementi a} della matrice con i # j o della forma aj —, e da cid si ricava che si tratta
di un polinomio in ¢. Tra questi prodotti vi ¢ (a} —t)--- (a” —t), e cid giustifica che
il grado & n e che il coefficiente di ¢" di tale polinomo ¢ (—1)".

Osservazione 40.6. La (32) viene utilizzata per calcolare esplicitamente il poli-
nomio caratteristico. Mettiamo in evidenza che A e la matrice associata ad F
rispetto ad una base che puo essere scelta in modo arbitrario.

L’importanza del polinomio caratteristico di un endomorfismo risiede nel fatto
che ¢ coinvolto nella seguente caratterizzazione degli autovalori:

Teorema 40.7. (Cayley-Hamilton) Sia V' un K-spazio vettoriale di dimensione n >
1 e sia assegnato un endomorfismo F :'V — V. Sia A € K. Allora

A e autovalore di F <= \ ¢ una radice del polinomio caratteristico di F'.
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In altri termini, lo spettro di un endomorfismo F' e costituito da tutte sole le radici
del suo polinomio caratteristico pr(t).

DIMOSTRAZIONE: Infatti, in base alla definizione di autovalore:

ANeESP(F) <= FveVitcv#0eFlv)= X
JveVicv#0e (F—MNdy)(v)=0
Jv e tecv#0 eve Ker(F— Mdy)
Ker(F — Mdy) # {0y}

F — Xldy non ¢ un monomorfismo

F — Al dy non € un isomorfismo

det(F — Mdy) = 0.

rreeey

O

Osservazione 40.8. In base al teorema di Ruffini, pp(¢) ha al pit n radici, perche ha
grado n. Si ottiene quindi che ogni endomorfismo di V ammette al pitu n autovalori
distinti, dove n ¢ la dimensione di V.

Vogliamo ora discutere una caratterizzazione degli endomorfismi diagonalizzabili.

Premettiamo che, come nel caso reale, dato un polinomio p(t) a coefficienti in K
ed una sua radice A, dire che A ha molteplicita m € N, m > 1, significa che (t — \)™
divide p, mentre (t — A\)™*! non divide p(t). Equivalentemente, p(t) si fattorizza
come

p(t) = (t = A)"q(t)

essendo ¢(t) un polinomio tale che g(\) # 0. Cio premesso, per ogni autovalore si
introducono le nozioni seguenti:

Definizione 40.9. Sia F' € End(V) e sia A € Sp(F). Si chiamera molteplicita al-
gebrica di )\ e si denotera con m,(A), la molteplicita di A come radice del polinomio
caratteristico di F.

Si chiama molteplicita geometrica dell’autovalore A, e si denota con m, (M), la
dimensione dim(V,(F)) dell’autospazio a esso relativo.

Sussiste un il seguente risultato importante che mette in relazione le due molteplicita
di un autovalore:

Teorema 40.10. Sia assegnato un endomorfismo F :' V. — V e sia A € Sp(F).
Allora

mg(A) < mg(N).

DIMOSTRAZIONE: Sappiamo che I'autospazio V) (F') non € banale. Posto k :=
mg(A), si fissi quindi una base B’ = {vy,...,vx} di Vi(F) e si consideri una base
B = {vy,...,v,} di V ottenuta da B’ per completamento. Calcoliamo quindi pg(t)
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utilizzando la (32) in corrispondenza di tale base, dove A = My (F). Per ogni
1=1,...,k abbiamo:

F(UZ) = /\'U,L',
per cui le prime k colonne di A sono i vettori Aeq, ..., Aeg; infatti, per definizione di
matrice associata, per ogni ¢ = 1, ..., k abbiamo:

Ay = e (F () = g (Mv;) = Aes.
Quindi possiamo scrivere la matrice A in questo modo:

A
B

0 C

dove B € My ,—(K) e C € M,_;(K), dove la sottomatrice diagonale diag(A, ..., \)
e quadrata di ordine k. Allora la matrice A — t1,, &€ data da

A—t
B

A—tl, =

Il determinante di questa matrice si puo calcolare utilizzando lo sviluppo di
Laplace rispetto alla prima colonna, ottenendo:

A—t
B/

0 C—tl, i

dove B’ si ottiene da B cancellandone la prima riga; continuando allo stesso modo
con lo sviluppo di Laplace per un totale di k volte, sempre rispetto alla prima
colonna, si perviene a:

|A—tL| = (A= 1)"|C — tl, 4.
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Vediamo quindi che pg(t) si fattorizza come:

pr(t) = (A= 1)%q(1),

dove ¢(t) = |C — t1,_/|, il che mostra che la molteplicita della radice A ¢ almeno k
(supera strettamente k se ¢(A) = 0), e cio significa che m4(X) > mgy(A). O

Osservazione 40.11. Conviene osservare che, stante il Teorema del rango, la
molteplicita geometrica di un autovalore A si puo calcolare come segue:

my(\) = n—rg(A— \L,),

dove A denota ancora la matrice associata all’endomorfismo in questione, rispetto
ad una base scelta a piacimento.

Prima di enunciare il criterio principale di diagonalizzabilita, richiamiamo un’altra
nozione della teoria dei polinomi. Un polinomio p(¢) non nullo a coefficienti in K &
detto completamente riducibile se la somma mq + - - - + my, delle molteplicita delle
sue radici distinte A, ..., \; coincide con il suo grado. Per il Teorema di Ruffini,
cio equivale alla richiesta che, a meno di una costante non nulla, il polinomio sia
prodotto di fattori tutti di primo grado del tipo t — \;, cio¢ alla condizione che p(t)
possa fattorizzarsi come segue:

(33) p(t) = alt — X)) - (t— Ag)™

dove v € K, av # 0, e per ogni @ # j, A\; # A;, e ciascun m; ¢ un intero positivo.
Naturalmente, in tal caso le radici di p(t) sono esattamente i k scalari \;, ciascuna
di molteplicita m;.

Teorema 40.12. (Criterio di diagonalizzabilita) Sia F : V — V' un endomorfismo
del K-spazio vettoriale V' di dimensione n > 0. Le sequenti proprieta sono equi-
valenti:

a) F ¢ diagonalizzabile.

b) i) Il polinomio caratteristico di F' e completamente riducibile;
ii) per ogni autovalore A € Sp(F') si ha my(X) = mg(A).

La dimostrazione che a) = b) ¢ sostanzialmente un esercizio: si assuma che F'
sia diagonalizzabile. Allora esiste una base B di V rispetto alla quale la matrice
associata a F' e diagonale del tipo

At
A
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dove gli scalari \;, i = 1,...,n sulla diagonale principali non sono necessariamente
distinti. Utilizzando tale matrice per calcolare il polinomio caratteristico mediante
la (32), si perviene immediatamente a:

pr(t) = (t=M)(E = Ag) -+ (t = An),
il che prova che pgr(t) & completamente riducibile. Inoltre, per il Teorema 40.7, lo
spettro di F' contiene tutti e soli i \; distinti tra loro, e la molteplicita algebrica di
ogni autovalore ¢ determinata da quante volte ciascun A; figura ripetuto sulla diag-

onale principale della matrice diagonale. Per controllare ii), si consideri I'autovalore
Aj e sia m la sua molteplicita; la sua molteplicita geometrica si ottiene calcolando

n —rg(A — \;1I,,); abbiamo:
A— )\j]n = dmg()\l - )‘ja ey )\n - )‘j)a
e il rango di questa matrice coincide col numero dei suoi elementi non nulli, ovvero

il numero delle differenze A\; — A; non nulle; siccome m conta le ripetizioni di A;,
questo numero ¢ esattamente n —m, per cui in definitiva my(\;) = n—(n—m) = m.

Alla dimostrazione dell’altra implicazione premettiamo il seguente

Lemma 40.13. Si considerino Ay, ...,y autovalori distinti di F', con k > 1, e una
sequenza di k vettori

U1y...,Vg
dove ciascun v; appertiene all’autospazio Vi, (F). Allora

n+-Fo=0=0v=-=v, =0.

DIMOSTRAZIONE: Ragioniamo per induzione su k. Nel caso £ = 1 non ce nulla
da dimostrare. Supponiamo k£ > 1 e ’asserto vero per k — 1. Se

v+ =0,
allora
Uyt Vg1 = U,
per cui vy + - - - + vg_1 appartiene all’autospazio V), (V). Quindi
Foy + - 4+ vp1) = (v + -+ - + v1).
D’altra parte
F(U1 +o At Up1) = MU A+ AUk
e quindi per confronto si ottiene che:
A1+ A1V = Ae(vr -+ vpm).
Cio si riscrive
(A = Ao+ -+ (A1 — Ap)ug1 = 0.
Applicando 'ipotesi induttiva agli autovalori Ay, ..., A\x_1, segue che:
N —M)v; =0
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per ogni ¢ < k — 1. Siccome )\, ¢ diverso dagli altri )\;, consegue v; = 0 per ogni
1 < k — 1. Infine, dall’ipotesi v; + - - - + v, = 0 si ottiene anche v, = 0. O

Siamo ora in grado di dimostrare che le i) e ii) nel Teorema 40.12 garantiscono
che F' & diagonalizzabile. Assumiamo quindi i) e ii) e siano A, ..., Ay gli autovalori
distinti di F, ovvero le radici di pg(t). Per la i), posto m; := m,(\;), abbiamo

(34) my+ -+ mg =n.

Inoltre, per la ii), per ogni i = 1,...,k, clascun autospazio V,,(F') ha dimensione
m;. Fissiamo una base B, di V), (F'), costituita dai vettori:

B, = {v},...,v, }.

Affermiamo ora che la sequenza

B = {v%,...,v;ll,...,vf,...,vfnk}
costituita da tutti i vettori delle basi By, ..., B, costituisce una base di V. Intanto

B ¢ una sequenza di n vettori, stante la (34). Dunque basta provare che tali vettori
sono linearmente indipendenti. Consideriamo a tal scopo una loro combinazione
lineare nulla:

1,1 11 k) k ko ko _
Quy + QU+ ajuy e agy v = 0.

Possiamo scrivere questa uguaglianza come:
U1_|_..._|_Uk:07

dove abbiamo denotato con v; il vettore of v} +- - -+al, vl , che appartiene all’auto-
spazio V), (F'). Ora, siccome gli autovalori Ay, ..., A, sono tutti distinti, applicando
il Lemma precedente otteniamo:

v1:0,...,vk:0.
Dunque, per ogni ¢ =1,...,k:
i ioi
ajuy + -+ g, v, = 0.
costituendo la base B;, sono linearmente in-

)

J

Infine, poiche i vettori vy,... v, ,

dipendenti, segue che per ogni fissato 7, tutti gli scalari «
dimostrazione e conclusa 0.

sono nulli, e con cio la

Osservazione 40.14. Conviene osservare che, dato A € Sp(F'), la condizione
my(N) = ma(3)
¢ automaticamente soddisfatta nel caso in cui m,(\) = 1. Infatti abbiamo
1 <dim(Vy(F)) < mg(N) =1,
perche V) (F') # {0}. Diremo in tal caso che 'autovalore A ¢ semplice.

Ne consegue:
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Corollario 40.15. Un endomorfismo F : V. — V' che ammetta n autovalori distinti,
n = din(V), é sempre diagonalizzabile.

41. MATRICI DIAGONALIZZABILI

La nozione di diagonalizzabilita si applica anche a matrici, secondo la definizione
seguente:

Definizione 41.1. Sia K un campo. Una matrice quadrata A € M, (K), n > 1, si
dice diagonalizzabile se ¢ simile a una matrice diagonale.

Pertanto una matrice A e diagonalizzabile se e solo se esiste una matrice invertibile
M € GL(n,K) tale che

M~'AM = D,
con D diagonale.
Questa nozione risulta di fatto equivalente a quella introdotta per gli endomor-
fismi, in virtu del risultato che segue:
Proposizione 41.2. Data una matrice A € M,(K), si ha che:
A e diagonalizzabile <= L, : K" — K" ¢ diagonalizzabile.

DIMOSTRAZIONE:
Supponiamo che A sia diagonalizzabile; fissiamo M € GL(n,K) taleche M 1AM =
D con D diagonale. Posto M = (vy ---v,), 1 vettori vq,...,v, di K" costituiscono

una base B di K" in quanto M ha rango massimo. Notiamo che, per costruzione,
M coincide con la matrice di passaggio Mg, . Allora abbiamo:

Myg(La) = M~ My, (La)M = M~'AM = D,

e cio mostra che L, e diagonalizzabile. Il viceversa si prova in modo simile; omet-
tiamo i dettagli. O

Le nozioni di autovettore e autovalore si possono definire anche per matrici quadrate,
in modo diretto, come segue:

Definizione 41.3. 1) Data una matrice A € M, (K), un vettore v € K" si dice
autovettore di Asev #0e

Av = v,
dove A & uno scalare opportuno, detto autovalore associato a v.

2) Si chiama autovalore di A ogni scalare A € K per cui esiste un vettore non
nullo v € K" tale che Av = Av. L’autospazio corrispondente ¢ V)\(A4) = {v € K" :
Av = \v}.

3) Si chiama polinomio caratteristico di A, il polinomio py(t) := det(A —tI,,).
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Si osservi che richiedere che un vettore v di K" sia autovettore di A equivale
a richiedere che sia autovettore di L4. Analogamente, gli autovalori di A sono
esattamente gli autovalori di L4, e cosl via.

In base alla discussione precedente, risulta in particolare che il problema di deter-
minare una matrice invertibile M per cui risulti che M~ AM sia una matrice diago-
nale equivale a determinare una matrice M = (v; ... v,) le cui colonne vy, ..., v,
sono n autovettori linearmente indipendenti di A.

Evidentemente, tutti i risultati provati sopra riguardanti gli endomorfismi lineari,
e il criterio di diagonalizzabilita, si applicano in modo ovvio e naturale anche alle
matrici.

42. SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

In questa sezione iniziamo lo studio degli spazi vettoriali Euclidei: sono spazi
vettoriali reali dotati di uno “strumento” aggiuntivo, detto prodotto scalare, adatto
per effettuare misure, quali lunghezze e angoli, e mediante il quale e possibile trattare
la nozione di “perpendicolarita’”.

D’ora in poi consideremo, salvo avviso contrario, solo spazi vettoriali reali.

Definizione 42.1. Si chiama prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale V' ogni
applicazione
g:VxV =R

avente 1 seguenti requisiti:
(1) g & simmetrica: g(u,v) = g(v,u) per ogni u,v € V;
(2) g & bilineare: g(Au + pv,w) = Ag(u, w) + pg(v, w)
per ogni u,v,w €V e A\ ueR.
(3) g & definita positiva: per ogni v € V, v # 0 si ha g(v,v) > 0.
Dato un prodotto scalare g, e due vettori u, v, il numero g(u,v) prende il nome
di prodotto scalare di u e v rispetto a g.
N. B. In letteratura spesso un prodotto scalare si denota anche con altri simboli, ad

esempio con un punto - o mediante parentesi angolari <, >. Anche qui adottereremo
talvolta una di queste varianti.

Notiamo che, stante la proprieta 1) di simmetria, ogni prodotto scalare soddisfa
anche la proprieta seguente:

g(u, M + pw) = Ag(u, v) + pg(v, w)

che si ottiene direttamente dalla 2). Cio giustifica la terminologia “bilineare”: g e
lineare in entrambi gli argomenti, nel senso che, fissato un vettore u € V', entrambe
le funzioni

veVi=glu,v) eR, veVg(vu) €R,
sono lineari.
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Osservazione 42.2. La proprieta (3) si puo riformulare come segue: per ogni v si
ha g(v,v) >0 e
g(v,v) =0= v=0.

Osserviamo anche quanto segue riguardo il prodotto scalare del vettore nullo con
gli altri vettori:

Proposizione 42.3. Sia g : V xV — R un prodotto scalare. Allora per ogniv € V
st ha:
g(v,0y) = 0.
DIMOSTRAZIONE: Infatti, appicando la bilinearita di g abbiamo:

g(v,0y) = g(v,0p 4 Oy) = g(v,0v) + g(v, Ov).
O

Definizione 42.4. Si chiama spazio vettoriale Fuclideo ogni coppia (V, g) costituita
da uno spazio vettoriale reale ed un fissato prodotto scalare su V.

Discutiamo alcuni esempi.

Definizione 42.5. Si chiama prodotto scalare standard su R"™ (n > 1), 'applicazione
go:R" xR" > R

definita come segue
go(z,y) =211 + -+ Yy = szyz
i=1

per ogni coppia di vettori z = (x1,...,2,) ey = (y1,...,yn) in R™.

La definizione di gy puo anche riscriversi facendo uso del prodotto matriciale righe
per colonne:
Y1
golw,y) = (z1 22 -+ mn) | 1 | = "wy,
Yn
dove si conviene sempre di identificare ogni vettore di K™ con un vettore colonna
(per cui 'z & un vettore riga).

La verifica che gy € un prodotto scalare ¢ piuttosto semplice. Notiamo che la
simmetria deriva direttamente dalla definizione. Anche il fatto che gy € definita
positiva, in quanto

gla,x) = af+ -+
e tale quantita e sempre > 0, e si annulla solo se z; = --- = x, = 0, ovvero solo
se x = 0. Riguardo la bilinearita, possiamo notare che dove conveniamo che ogni
vettore di R™ e un vettore colonna Cio premesso, la bilinearita segue direttamente
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dalla caratterizzazione esplicita delle funzioni lineari F' : K" — K; fissato un vettore
y si ha infatti che
T = gO(‘rvy> =" + o +ynxn
¢ una funzione lineare.
I1 prodotto scalare standard go(u,v) di due vettori di R™ si denotera anche me-
diante il simbolo - .

ESEMPIO 42.6. E possibile munire lo spazio M, (R) delle matrici quadrate di ordine
n di un prodotto scalare ponendo
g(A, B) :==tr(*AB).
Qui tr(A) denota la traccia di una matrice A quadrata, definita come la somma
degli elementi sulla diagonale principale di A:
tr(A) :==a; +--- +a.
Si osserva che
tr(A+ B) =tr(A) +tr(B), tr(AA) = Atr(A),
per cui la funzione tr : M, (R) — R ¢ lineare.
Verifichiamo che tale applicazione g : M, (R) x M,(R) — R soddisfa le (1)-(3).

(1) La verifica della simmetria & basata sul fatto che la traccia di una matrice
coincide con la traccia della sua trasposta:

g(B, A) = tr('BA) = tr('('BA)) = tr('AB) = ¢(A, B).

(2) La bilinearita é conseguenza della linearita della funzione traccia e dell’operazione
di trasposizione:

JAA+uB,C) = tr(NA+u'B)C) = Mtr("AC) +utr(*BC) = M\g(A, C)+ug(B, C).

(3) Per provare che g & definita positiva, possiamo osservare che, data una matrice
A € My(R) e posto C' = AA = (¢}), allora I'elemento generico ¢} sulla diagonale di
C' ¢ dato dal prodotto righe per colonne tra la i-ma riga di A e la i-ma colonna di
A:
¢ = (") Aq.
D’altra parte, rappresentando la trasposta di A per righe abbiamo:
"An)
tA = :
t
Aw)
ovvero la i-ma riga della trasposta di A coincide con la i-ma colonna di A, ma riscrit-
ta come riga. Segue che ¢! si pud esprimere mediante il prodotto scalare standard:

In conclusione

g(A,A) =tr(C) =D Aw - Aw).
=1
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Dunque g(A, A) > 0, ese g(A, A) = 0, allora per ogni colonna di A risulta A;)-Agu =
0 e quindi Ay = 0; pertanto A = 0.

EsEMPIO 42.7. Ogni spazio vettoriale reale di dimensione finita V' si puo munire di
un prodotto scalare, che si puo costruire a partire da una base assegnata 8. Si pone

g(u,v) == "ry

dove x e y sono i vettori delle componenti di u e v rispetto alla base in questione.
In altri termini:

g(u, U) = go(¢%<u)v 1/}%(1}))

Si lascia al lettore la verifica della bilinearita di ¢ (si sfrutti la linearita di ¢g).
La verifica che g ¢ definita positiva poggia sul fatto che 1y € un isomorfismo, in
particolare sulla sua ingettivita: infatti, per ogni v € V se g(v,v) = 0, allora

9o((v), ¥ (v)) = 0,
da cui ¥g(v) =0 e quindi v = 0.

EsEmMPIO 42.8. L’esempio precedente consiste nel “trasportare” il prodotto scalare
standard gy di R™ su V. Questo procedimento puo generalizzarsi come segue. Sia
(W, g) uno spazio vettoriale Euclideo e sia

F: V=W

un monomorfismo dove V' & un qualsiasi spazio vettoriale reale. Allora g induce un
prodotto scalare g su V', denotato con F*¢g e definito come segue:

(F*g)(u,v) := g(F(u), F(v)), Yu,veV.

Tale prodotto scalare si chiama il pull-back di g mediante F'. Si lasciano le verifiche
delle proprieta di F*g come esercizio. Anche in questo caso il fatto che F e un
monomorfismo e essenziale per controllare che g e definita positiva:

(F*g)(v,v) =0= g(F(v),F(v)) =0= F(v) =0=v=0.

L’esempio precedente corrisponde al pull-back ¢*g, del prodotto scalare standard
su R™ mediante I'isomorfismo g : V — R™.

ESEMPIO 42.9. Se (V, g) € uno spazio vettoriale Euclideo, ogni sottospazio vettoriale
W C V e esso stesso uno spazio vettoriale Euclideo in modo canonico: la restrizione

g’WXW:WXW%R

a W del prodotto scalare di V' e manifestamente un prodotto scalare anche su W.
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43. BASI ORTONORMALI

Definizione 43.1. Sia (V,g) uno spazio vettoriale Euclideo. Si chiama norma o
lunghezza di un vettore v il numero reale non negativo:

vllg == Vg(v,0).

La norma di un vettore si denota anche piu semplicemente con ||v|| se & chiaro
dal contesto rispetto a quale prodotto scalare g viene calcolata.
Si noti che, essendo ¢ definita positiva, si ha:

llv]l[y =0 <= v=0.
Inoltre, per ogni scalare A risulta:

(35) [1Av]lg = [Al[[o]ly-

Infatti: [ell, = /g(h, 3] = /A (0, 0] = Al[Joll-

Definizione 43.2. Si chiama versore o vettore unitario ogni vettore v tale che
[lvllg = 1.

Notiamo che ogni vettore non nullo v puo essere riscalato in modo da ottenere un
versore: infatti e sufficiente considerare il vettore:
v

lllly

Definizione 43.3. Sia (V, g) uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione n > 1.
Una sequenza di n vettori

Viy...,Upn
si chiama base ortonormale se ogni v; € un versore e
g(vi,v;) = 0 per ogni ¢, j tali che ¢ # j,
ovvero i vettori della sequenza sono versori mutuamente ortogonali.
Ogni base ortonormale ¢ effettivamente una base di V: cio e conseguenza del

risultato seguente, che ne garantisce la lineare indipendenza (pertanto trattandosi
di una sequenza di n vettori ¢ una base):

Proposizione 43.4. Sia
Vi,..., 0, kE>1

una sequenza di vettori tutti non nulli e mutuamente ortogonali. Allora vy, ..., vy
sono linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE: Si consideri una combinazione lineare banale dei vettori in
questione:

)\1@1+"'+>\k7}k:0 (*)
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dove i \; sono scalari. Fissiamo j, 1 < j < k; considerando il prodotto scalare di
ambo i membri nella (*) con v; segue

g(Mvy + -+ + Aoy, v;) = 0.
Stante la bilinearita del prodotto scalare, il primo membro si sviluppa come segue:
Ag(v,v;) + -+ 4 Arg(vg, v;) = 0,
ma per 'ipotesi sui vettori in questione tutti i prodotti scalari g(v;,v;) per ¢ # j
sono nulli, sicche 'uguaglianza precedente si riduce a
Aig(vj,v5) =0
da cui, essendo v; # 0, che garantisce che g(v;,v;) # 0, si conclude
)\j - 0
O

Le condizioni che definiscono una base ortonormale si puo formulare in modo
sintetico come segue:

g<vi7vj) = 5;7
dove 5;- e il cosiddetto simbolo di Kronecker, che per definizione € uno scalare che
vale 1 quando ¢ = j e 0 altrimenti. Proveremo che ogni spazio vettoriale Euclideo &
dotato di basi ortonormali.
Notiamo che la base canonica {ej,...,e,} ¢ un esempio di base ortonormale,
rispetto al prodotto scalare standard di R™.
Discutiamo prima alcune proprieta rilevanti di tali basi.

44. COMPONENTI DI UN VETTORE RISPETTO A BASI ORTONORMALI

Le basi ortonormali costituiscono un ottimo strumento di calcolo, in quanto per-
mettono di determinare in modo immediato le componenti di un vettore: si ha
infatti

Proposizione 44.1. Sia B = {vy,...,v,} una base ortonormale di uno spazio
vettoriale Euclideo (V,g) di dimensione n. Allora per ogni vettore v si ha:

v=gv,v)v1+ -+ g(v,v,)v,.

Pertanto le componenti di un vettore v sono semplicemente i prodotti scalari tra
esso ed i vettori della base. Questo fatto generalizza la formula (5) gia nota nel caso
della base canonica di R".

DIMOSTRAZIONE: Dette (z1,...,x,) le componenti di v rispetto alla base in
questione abbiamo che

V=TV + -+ 2,0,
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Si tratta di mostrare che ogni z; coincide con g(v,v;). Cio segue calcolando diretta-
mente il prodotto scalare:

g<U7Ui> = Q(E Ikvmvi) = E ku(“k;”i) = %9(%%) = Z;.
k=1 k=1
O

Anche il prodotto scalare tra due vettori si calcola in modo semplice disponendo di
una base ortonormale; il risultato seguente mostra che effettuare un prodotto scalare
g(u, v) consiste nell’effettuare il prodotto scalare standard tra i vettori z, y € R™ delle
componenti di u e v.

Proposizione 44.2. Sia B = {vy,...,v,} una base ortonormale di uno spazio
vettoriale Fuclideo (V,g) di dimensione n e siano uw e v due vettori. Siano r =
(x1,...,2n) ey = (Y1,...,Yn) @ vettori delle componenti di u e v rispettivamente.
Allora si ha:

i=1

dove - e il prodotto scalare standard su R™.

DIMOSTRAZIONE: Infatti, & sufficiente espandere il calcolo di g(u,v), in modo
simile a quanto visto nelle argomentazioni fatte in precedenza, tenendo conto della
bilinearita di g:

g(u,v) = Q(Z Tiv;, v) = Z%g(% v) = szyz
i=1 i=1 i=1

L’ultimo passaggio e giustificato dalla proposizione precedente applicata al vettore
v, che garantisce che g(v;,v) =y;. O

Successivamente interpreteremo questo fatto mediante il concetto di isometria tra
spazi vettoriali Euclidei.

45. ESISTENZA DI BASI ORTONORMALI

Proviamo ora che ogni spazio vettoriale Euclideo (di dimensione finita) ammette
effettivamente basi ortonormali.

Teorema 45.1. Sia (V, g) uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione n > 1. Si
fissi una base

%:{Ul,...,’vn}.

Allora esiste una base ortonormale

B = {v],...,v}
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tale che, per ogni k, 1 < k <n si abbia:
L(vy, ... o) = L(vy, ..., 0p).

DIMOSTRAZIONE: Procederemo per induzione su n. Nel caso n = 1, per costruire
la base richiesta e sufficiente porre
U1
vy = :
v lg

Supponiamo quindi n > 1 e I'asserto vero per spazi vettoriali Euclidei di dimensione

n — 1. Consideriamo quindi il sottospazio W := L(vy,...,v,—1) di V; esso ha
dimensione n—1 e {vy,...,v,_1} € una sua base. Per I'ipotesi induttiva, W ammette
una base ortonormale
!/ /
Vlyeony Uy g

tale che
L(vy,...,vx) = L(vy, ..., 0)

per ogni k < n — 1. Si tratta quindi di completare tale insieme di vettori ad una
base ortonormale di V. A questo scopo, consideriamo il seguente vettore:

R SV VIS o P

Risulta che u,, # 0: infatti se fosse u,, = 0, allora avremmo

n — g(vmvi)vll +- +g(vm Up— l)vn 1
da cui
vp € L(vy, ... vl ) = L{vy, ..., 05 1)
contro la lineare indipendenza dei vettori della base ‘B.
Inoltre risulta che u,, ¢ ortogonale a tutti vettori v},...,v/,_;: fissato infatti uno
di questi, v}, risulta:

g(un7 ] _g ngn’ 7, z? ])_

= g(vna v]) - g</UTL7 /Uj)g(/U]7 U])
- g(Um U;) - g(Um Uj) = 07
dove si e ancora sfruttata la bilinearita del prodotto scalare e il fatto che 'unico

prodotto scalare g(v;,v}) non nullo & quello corrispondente a i = j.
A questo punto e sufficiente porre

ottenendo cosl una base ortonormale v}, . . ;L che ha il requisito richiesto. O
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La dimostrazione appena discussa suggerisce un algoritmo per costruire una base
ortonormale v}, ..., v] a partire da una base assegnata vy, ..., v,, detto algoritmo
di Gram-Schmidt. La sequenza di vettori v}, ..., v/, si puo definire in modo ricor-
sivo come segue:

— 3 /. vl

Per k =1 si pone v := Torlls
. k—1
Per k > 1 si pone v}, := it dove u = vy — Yot g, vl) vl
ESEMPIO 45.2. Determiniamo una base ortonormale {v], v}, v4} di R? partendo dalla
base B = {v; = (1,0,1),v9 = (0,1,—1),v3 = (0,3,0)}. Applicando passo dopo
passo l'algoritmo di Gram-Schmidt possiamo costruire i tre vettori v} in successione

come segue:

1 1 1
V)= — = —(1,0,1) = (

w12 212
SRR U N E Y
T~ 2V3 V3 7 2V3
Uz = vz — (U3 ’ vll)vll - <U3 ’ Ué)Ué = (07370) —-0- (1727 _1) = (_17 L, 1)
: 1 1 1
vl = us :(_g\/g,g\/ig\/g),

[Jus]|

46. MATRICI ORTOGONALI

Definizione 46.1. Una matrice quadrata A € M, (R) si dice ortogonale se
(37) "AA =1,

Per definizione quindi I,, ¢ ortogonale.
Proposizione 46.2. Ogni matrice ortogonale A é invertibile e si ha

A7t =14

Inoltre det(A) = 1 oppure det(A) = —1. Infine se A é ortogonale, tale é la trasposta
di A.

Infatti dalla relazione (37) segue

det(*A) det(A) =1
per il Teorema di Binet e quindi
det(A)? = 1.

Da qui I'affermazione sul determinante di A, e quindi 'invertibilita di A. Molti-
plicando ambo i membri di (37) a destra per la matrice inversa di A si ottiene che
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tA = A~1. In particolare, cid garantisce anche che vale l'altra relazione A‘A = I,
e cio, in base alla definizione, dice che anche A & una matrice ortogonale, perche

A= t(A).

Proposizione 46.3. L’insieme O(n) di tutte le matrici ortogonali di ordine n é un
gruppo rispetto all’operazione di moltiplicazione righe per colonne.

La dimostrazione ¢ semplice: abbiamo I,, € O(n), per cui O(n) ammette I’elemento
neutro rispetto alla moltiplicazione tra matrici. Abbiamo gia stabilito che 'inversa
di una matrice ortogonale e anch’essa ortogonale. Si lascia al lettore la verifica del
fatto che il prodotto di due matrici ortogonali ¢ dello stesso tipo.

Sussiste la seguente utile interpretazione geometrica della condizione (37):

Proposizione 46.4. Per ogni matrice A € M,(R), le proprieta sequenti sono equi-
valenti:

a) A ¢ ortogonale.

b) Le colonne Agy, ..., Awy costituiscono una base ortonormale di (R",-)

¢) Le righe AV, ... AM costituiscono una base ortonormale di (R",-).

DIMOSTRAZIONE: Basta provare che a) e b) sono equivalenti, perché A & ortogo-
nale se e solo se lo ¢ la trasposta ‘A. L’elemento cé- di posto (i,7) della matrice
prodotto C' = 'AA concide con il prodotto tra la i-ma riga di A e la j-ma colonna
di A. Quindi:

¢; = ()Y Ay = (Aa) Ay = Ag - Ay)-
Osservando che I,, = (0%), consegue che 'AA = I, se e solo se ¢; = §7 ovvero se e
solo se
A - Ay = 05,
ma questa ¢ esattamente la condizione che A, ..., A, sia una base ortonormale
diR™ O

EseEMPIO 46.5. Usando la caratterizzazione di cui sopra, non ¢ difficile determinare
tutte le matrici ortogonali di ordine 2. Risulta:

cosf@ —sinf cosf@ sinf
0(2):{<sin9 cosG)'eER}U{(sinﬁ —COS@)'QER}'

Studiamo ora le matrice di passaggio tra basi ortormali in uno spazio vettoriale
Euclideo qualsiasi.

Proposizione 46.6. Sia (V,g) uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione n > 1
e sia B = {v1,...,v,} una fissata base ortonormale. Sia B' = {vy, ..., v} un’altra
base di V. Risulta allora:

B’ & una base ortonormale <= Mgy € O(n).
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DIMOSTRAZIONE: Denotata con A la matrice di passaggio Mgy o/, abbiamo che
le colonne di A sono:

A= (b (1) -+ Yo (v)).
Ora, B’ ¢ base ortonormale se e solo se
g(vi,v;) = j,
che si puo riscrivere, utilizzando ancora la (39):
U (V) - Yo (V) = 0

e cio equivale alla condizione che le colonne di A formino una base ortonormale di
R"  ovvero che A € O(n). O

Osservazione 46.7. Date due basi ortonormali B e B’, e detta A la matrice di
passaggio da B a B’, ricordiamo la relazione

xr = Az’

che lega i vettori x e ' delle coordinate di uno stesso vettore v rispetto alle due basi.
Qui x € R™ ¢ il vettore delle coordinate di v nella base “vecchia”, mentre 2’ si riferisce
alla base “nuova” B’. Nel caso generale, quando sono coinvolte basi qualsiasi, per
ricavare le coordinate “nuove” 2’ note le z, occorre determinare 'inversa A~! di A,
in quanto:

= A"l

Nel caso specifico, tale operazione ¢ immediata, perche, essendo A ortogonale, sap-
piamo che A™! = A e si ottiene quindi la relazione pitl conveniente:

2 = 'Ax.

47. ISOMETRIE LINEARI

In questo paragrafo denotiamo con (V,g) e (W, g') due spazi vettoriali Euclidei
della stessa dimensione n > 1.

Definizione 47.1. Diremo che un’applicazione lineare F' : (V,g) — (W,q’) ¢
un’isometria lineare, o trasformazione ortogonale, oppure che ¢ un operatore uni-
tario se conserva i prodotti scalari, nel senso che:

(38) g(u,v) = g'(F(u), F(v))
per ogni u,v € V.
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ESEMPIO 47.2. Fissata una base ortonormale 8 = {vy,...,v,} di uno spazio vetto-
riale Euclideo (V g), I'isomorfismo ad essa associato:
Yy : V= R"

¢ un’isometria lineare tra (V,g) e (R”, -), dove - ¢ il prodotto scalare standard.
Si tratta infatti di una rilettura della (36):

(39) g(u,v) =z -y = P (u) - (v).
Utilizzando questo esempio otteniamo il seguente risultato di classificazione:

Teorema 47.3. Ogni spazio vettoriale Euclideo (V, g) n-dimensionale ¢ isometrico
a (Rna gO)

Discutiamo ora un’importante caratterizzazione delle isometrie lineari:

Teorema 47.4. Sia F : (V,g) — (W, ¢') un’applicazione lineare tra spazi vettoriali
della stessa dimensione n > 1. Sia B = {vy,...,v,} una base ortonormale di V.
Sono equivalenti:

a) F' & un’isometria.

b) {F(v1),...,F(v,)} é base ortonormale di W.

DIMOSTRAZIONE:
a) = b) E immediata perche F' conserva il prodotto scalare:

g (F(v;), F(vj)) = g(vs,v5) = (5;

b) = a) Supponiamo che {F(vy),..., F(v,)} sia una base ortonormale, che de-
notiamo con €. Osserviamo ora che per ogni v € V, risulta che v e F(v) hanno le
stesse componenti rispetto alle due basi B e €: cio si puo verificare direttamente
usando la linearita di F: se v ha componenti (x1,...,z,) allora

F(v) = F(ziv + -+ 20,) = 21 F(01) + - + 20 F (vy).

Cio premesso, la tesi segue subito dalla (36) applicata sia in (V, g) che in (W, ¢):
entrambi i prodotti scalari g(u,v) e ¢’'(F(u), F(v)) sono dati dal prodotto scalare
standard x - y dei vettori delle componenti di w e v. O

Corollario 47.5. Ogni isometria lineare F : (V,g) — (W, ¢') € un isomorfismo.

Cio e conseguenza immediata del Teorema 32.2 di caratterizzazione degli isomor-
fismi. Notiamo anche che, in base alla stessa caratterizzazione, I'inversa F~! di
un’isometria lineare F' ¢ anch’essa un’isometria lineare; infatti, se [’ trasforma la
base ortonormale {v1, ..., v, } nella base ortonormale {F'(v1), ..., F'(v,)}, allora F~!
trasforma quest’ultima nella prima.
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48. RELAZIONE TRA ISOMETRIE LINEARI E MATRICI ORTOGONALI

Teorema 48.1. Sia F' : (V,g9) — (W,¢') un’applicazione lineare tra spazi vetto-
riali Buclidei della stessa dimensione n > 1. Siano B e € due basi ortonormali
rispettivamente di V' e di W. Allora:

F ¢ un’isometria lineare <= Mg(F) € O(n).

DIMOSTRAZIONE: Supposto che 8 = {vy,...,v,}, abbiamo che le colonne della
matrice A := Mg(F') sono gli n vettori

Ye(F(01)), -, e(F(vn))

di R™. Ora, in base al Teorema 47.4, F' ¢ un’isometria lineare se e solo se se i vettori
{F(v1),...,F(v,)} costituiscono una base ortonormale di W, e cio & vero se e solo
se 1 vettori {¢(F'(v1)),...,%e(F(v,))} costituiscono una base ortonormale di R™,
perche sia ¢¢ : W — R”™ che la sua inversa sono isometrie lineari, e questo accade
se esolose A€ O(n). O

Corollario 48.2. Sia A € M,(R). Allora A € O(n) se e solo se:
(40) (Az) - (Ay) =x -y Vz,y e R™

Infatti, poiche A coincide con la matrice My, (L4) associata a Ly : (R™,:) —
(R™,-) rispetto alla base canonica, che ¢ ortonormale, abbiamo che A € O(n) se e
solo se L4 ¢ un’isometria lineare, il che accade se e solo se sussiste la (40).

49. ORTOGONALITA IN UNO SPAZIO VETTORIALE EUCLIDEO

Il concetto di perpendicolarita tra vettori si estende a sottospazi in modo naturale,
come segue:

Definizione 49.1. Sia (V,g) uno spazio vettoriale Euclideo e sia W C V un sot-
tospazio vettoriale. Si chiama complemento ortogonale di W (o semplicemente or-
togonale di W) I'insieme

Wt = {veV|g(v,w) =0 per ogni w e W},
ovvero l'insieme di tutti i vettori che sono perprendicolari a tutti i vettori del sot-

tospazio W.

Osservazione 49.2. Se W = L(wy, ..., wy) allora risulta:
W+ ={veViglv,w)=0Vi=1,... k}

In altri termini, per controllare che un vettore v appartenga a W+ & sufficiente
controllare che esso sia perpendicolare a tutti i vettori di un fissato sistema di gene-
ratori. Questo fatto e utile perche riconduce una verifica che a priori coinvolge
infiniti vettori ad un numero finito di casi.
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La giustificazione di cio coinvolge come al solito la bilinearita di g: se un vettore v
¢ ortogonale a tutti i w;, allora per ogni w € W si ha che v ¢ ortogonale a w perche
w € una combinazione lineare w = zjwy + - - - + xpwy e quindi

k
g(v,w) = Z$i9(v>wi) =0.
i=1

Proposizione 49.3. Per ogni sottospazio W di uno spazio vettoriale Euclideo (V, g)
si ha che W+ ¢& un sottospazio vettoriale di V.

DIMOSTRAZIONE: Notiamo che evidentemente 0 € W+, per cui tale insieme
non ¢ vuoto. Considerati due vettori u e v di W+ allora, considerato un vettore
arbitrario w € W, si ha:

gu+v,w)=g(u,w)+glv,w) =0+0=0
il che mostra che anche u + v € W+. Similmente, per ogni scalare A e per ogni
u € W+ risulta:
g(Au,w) = Ag(u,w) = N0 =0,
per cui anche \u appartiene a W+. O

Osservazione 49.4. Notiamo i casi estremi: {0y}t =V e V+ = {0y} corrispon-
denti rispettivamente a W = {0y} e W = V.

Nel secondo caso si utilizza il fatto che se se un vettore v € V & ortogonale a
tutti i vettori di V, allora in particolare g(v,v) = 0, e quindi 'unica possibilita e
che v = 0.

Teorema 49.5. Sia W un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale FEuclideo
(V,g). Si assuma V di dimensione finita. Allora si ha:

V=WaeW.

DIMOSTRAZIONE: Risulta innanzitutto che:
W nw+ = {0},

in quanto se w ¢ un vettore che appartiene sia a W che a W+, allora necessariamente
g(w,w) = 0 e quindi w = 0. Resta quindi da provare che V = W + W+, Osserviamo
che possiamo supporre W # {0}, perche {0}+ = V e quindi se il sottospazio ¢ banale,
I’asserto e senz’altro vero.

Fissiamo allora una base ortonormale B = {wy,...,wx} di W (rispetto alla re-
strizione del prodotto scalare g a W), dove k = dim(W) > 1. Dato un vettore
qualsiasi v € V', vogliamo provare che v si puo decomporre come:

(41) v=w+u
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conw € W eu € W opportuni vettori. Costruiamo dapprima il vettore w.
Consideriamo a tal fine il seguente vettore di W':

w = g(v, w)wy + -+ + g(v, wy)wy.
Questa scelta ¢ di fatto obbligata, ed e suggerita dal fatto che, se vale la (41), allora

g(v,wi) = g(w + v, w;) = g(w, w;),
e quindi le componenti del vettore w rispetto alla base assegnata devono necessari-
amente coincidere con i prodotti scalari g(v,w;). Poniamo poi

ui=v—w.

Per concludere la dimostrazione, occorre provare che u appartiene a W=. Per veri-
ficare questo, e sufficiente controllare che w € ortogonale a ciascuno dei vettori della
base B. In effetti, per ogni j € {1,...,k} abbiamo:

k

g(u,wyj) = glv,w;) — Q(Z g(v, wi)w;, wy) = g(v,w;) — Zg(v,wi)g(wi,wj)

= g(v>wj) _g(vij)g(wjij)
= g(v,w;) — g(v,w;) = 0.
O

Come conseguenza del Teorema precedente, risulta che fissato un sottospazio W
di uno spazio vettoriale Euclideo (V, g), ogni vettore v si decompone in modo unico
come

V=W + u,

dove w € W e v € W+. 1l vettore w prende il nome di proiezione ortogonale di
vsu W.

Applicando la formula di Grassmann consegue:

Corollario 49.6. Per ogni sottospazio W di uno spazio vettoriale Fuclideo (V, g) si
ha:
dim(W™) = dim(V) — dim(W).

Osservazione 49.7. Valgono inoltre i seguenti fatti:
a) Per ogni sottospazio W si ha (I/Vl)L =W.
b) Dati due sottospazi U e W si ha: U ¢ W = Wt c Ut

Per giustificare a), basta notare che I'inclusione W C (VVL)L ¢ di semplice verifica
in quanto se w € W e u € W+, allora certamente g(w,u) = 0 (ogni vettore di W
¢ automaticamente ortogonale a ogni vettore di W+1). Ma cio ¢ sufficiente per
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concludere che i due spazi coincidono, in quanto essi hanno la stessa dimensione;
infatti:

dim((WH)") = din(V) — dim(W+) = din(V) — (din(V) — dim(W)) = din(W).

Riguardo b), assunto che U C W, considerati v € W+ e u € U, si ha che
g(u,v) = 0 perche u ¢ anche un vettore di W.

50. LA DISUGUAGLIANZA DI CAUCHY-SCHWARZ

Proposizione 50.1. (Formula di polarizzazione) Siano u,v vettori arbitrari di uno
spazio vettoriale Euclideo (V,g). Si ha:

(42) [lu +vl* = [Jull* + 2g(u, v) + []v]|*.

La dimostrazione si ottiene direttamente sviluppando g(u + v,u + v), tenendo
conto della bilinearita e simmetria di g:

Jutovl|* = glutv, utv) = glu, w)+g(u, v)+g(v,w)+g(v,v) = [|ul[*+2g(u, v)+]|v]|*.

Teorema 50.2. (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Siano w,v vettori arbitrari di
uno spazio vettoriale Fuclideo (V,g). Allora si ha:

(43) |9 (u, v)] < [[ull]|v]]-

DIMOSTRAZIONE: La disuguaglianza da provare si puo riformulare come:
g(u,v)* < [[ul[]o] .
Essa ¢ banalmente un’uguaglianza se uno dei due vettori e il vettore nullo; suppo-
niamo quindi entrambi i vettori diversi da zero. Studiamo dapprima il caso in cui
v = tu, per un opportuno scalare t. Anche in questo caso la (43) & un’uguaglianza,
infatti:
g(u,v)* = g(u,u)® = Elul|* = [Jul[*|[tul[* = [Ju][*[[o]*
Supponiamo ora che v ¢ L(u). Allora, per ogni ¢t € R si ha
|tu+ ]| >0

in quanto tu + v # 0. Quindi

t2[[ul® + 2tg(u, v) + |[v][* > 0
per ogni t € R. Dunque I’equazione di secondo grado in ¢:

[[ul P42+ 2g(u, v)t + [Jo]|* = 0

non ammette radici reali; considerandone il discriminante dev’essere 2 = g(u, v)? —

1
l|u|[?[|v]|* < 0 e quindi la tesi. O
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La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz permette di introdurre in modo analitico la
nozione di angolo tra vettori:

Definizione 50.3. Siano u e v vettori non nulli di uno spazio vettoriale Euclideo
(V,g). Si chiama angolo convesso tra u e v I'unico scalare 6 € [0, 7| tale che:

g(u,v)

cosf = 2
[[ul[]v]|

Tale definizione ha senso perche, in virtu di (43), abbiamo —1 < ‘ﬁfm’ﬁ} )II <1l,ela

funzione cos : [0, 7] — [—1, 1] & bigettiva.

.

Notiamo ad esempio che u e v sono ortogonali tra loro se e solo se m = 7; inoltre,
per ogni scalare non nullo A € R, I'angolo 6 tra v e Av ¢ # = 0 se e solo se A > 0,
mentre § = 7 se e solo se A < 0.

Corollario 50.4. (Disuguaglianza triangolare) Per ogni u,v vettori di uno spazio
vettoriale Euclideo (V,g) si ha:

(44) [+l < fful + o]

E sufficiente provare che:
[lu +][* < ([Jull + [Jo]])*.
Infatti:
[+ 0] [* = [l * + 2g(u, v) + [[o]|* < Jul* + 2[ulll[o]| + [[o][* = ([l + [[o]])*.

51l. SOTTOSPAZI AFFINI DI R"

In questo paragrafo iniziamo una trattazione della geometria analitica nello spazio
Euclideo R" (n > 1), basata sulle nozioni di algebra lineare fin qui esposte. Gli
oggetti di studio comprendono i punti, le rette ed i piani della geometria elementare,
ma la loro definizione sara fondata sul concetto di spazio vettoriale.

Nel seguito considereremo lo spazio vettoriale R™ munito (salvo avviso contrario)
del prodotto scalare standard, che verra denotato con il punto -. Ogni elemento
di R™ verra chiamato punto o vettore a seconda del contesto e dell’interpretazione
geometrica che si vuole attribuire. Di norma, nel primo caso esso sara denotato con
una lettera maiuscola, nel secondo caso con una lettera minuscola.

Definizione 51.1. Sia chiama sottopazio affine di R"™ ogni sottoinsieme del tipo
P,+W :={P,+w|lwe W}

dove Py € R™ e un punto fissato e W C R" e un sottospazio vettoriale assegnato.
Diremo che S = P, + W e il sottospazio affine passante per Py e avente giacitura
W (oppure sottospazio affine passante per Py e parallelo a W).



108

Si pone
dim(P, + W) := dim(W).

Osserviamo che il punto Py appartiene effettivamente al sottospazio affine P,+ W,
in quanto

Po=F+0

dove denotiamo con 0 il vettore nullo di R™. Inoltre risulta che P, + W & completa-
mente determinato da un suo punto qualsiasi e dalla sua giacitura:

Proposizione 51.2. Sia Q, un punto del sottospazio affine P, + W . Allora si ha
P,+W=0Q,+W.
DIMOSTRAZIONE: Infatti, per ipotesi il punto (), si puo scrivere
Qo = Py + wo

dove w, € W & un vettore opportuno. Si consideri quindi un punto P = P, + w di
P,+ W, dove w € W. Allora

P=PFP+w=Qo—wy+w=CQ,+ (w—wp)

dove il vettore w — wqy appartiene a W in quanto W ¢ un sottospazio vettoriale. Cio
mostra che P appartiene anche al sottospazio affine (), + W e, stante I'arbitrarieta
di P, l'inclusione C ¢ provata. In modo del tutto simile si verifica I’altra inclusione.
O

ESEMPIO 51.3. Per ogni punto P, I'insieme {P} & un sottospazio affine: infatti

{P}=P+{0}

in altri termini, la giacitura in tal caso e il sottospazio vettoriale banale di R™. Il
sottospazio { P} ¢ ancora denominato punto ed ha dimensione 0. Tutti i sottospazi
affini O-dimensionali sono di questo tipo.

Definizione 51.4. I sottospazi affini di dimensione 1 di R” si dicono rette, mentre
quelli di dimensione 2 si dicono piani. Inoltre si chiamano iperpiani i sottospazi
affini di dimensione n — 1.

Si introduce anche la seguente terminologia:

Definizione 51.5. Dato un sottospazio affine S = Fy + W, un vettore v € R" si
dice parallelo a S se v € W si dice perpendicolare o ortogonale a S se v € W+,
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EsemMPIO 51.6. Consideriamo un sistema lineare di m > 1 equazioni nelle incognite
(371, S 71:71,):

Ax =b.
Se tale sistema e compatibile, allora I'insieme S delle soluzioni del sistema:
I b1
(45) S=SP=(z1,...,2,) €eR": A| : | =
Tn bm

¢ un sottospazio affine di R™ di dimensione dim(S) =n — rg(A).

Infatti, dalla teoria dei sistemi lineari € noto che, fissata una soluzione particolare
Py = (z},...,x}) del sistema, si ha

S=F+W

dove W denota lo spazio vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
associato:

Az = 0.

Pertanto S ¢ il sottospazio affine passante per Py con giacitura W. Inoltre il Teorema
di Rouche-Capelli dice che il sistema ha 0o™" soluzioni, dove r = rg(A); ma cio
significa in termini rigorosi che dim(W) =n —r.

Introduciamo ora una notazione utile che permette di caratterizzare in modo
conveniente I'appartenenza di un punto ad un dato sottospazio affine:

Definizione 51.7. Dati due punti A, B di R", il vettore
1@ =B—-A
si chiamera vettore applicato di estremi A e B.

Si osservi che segue immediatamente dalla definizione che B—1>4 = —E .
Proposizione 51.8. Dati un punto Py ed un sottospazio vettoriale W si ha:
Po+ W ={PcR" BPeW)
DIMOSTRAZIONE: Anche questa & una semplice verifica: considerato un punto
P = Py + w del sottospazio affine Py + W, si ha
BP=P-DP=wecW.

Viceversa, se un punto P e tale che Poﬁ € W, denotato con w tale vettore abbiamo
che P = Py + w e quindi P appartiene al sottospazio affine in esame. O

Utilizzeremo questo risultato per dare la seguente importante caratterizzazione dei
sottospazi affini, che afferma che ’esempio discusso sopra ne costituisce il prototipo:
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Teorema 51.9. Sia S C R™ un sottoinsieme. Sono proprieta equivalenti:
a) S € un sottospazio affine;
b) S é linsieme delle soluzioni di un sistema lineare compatibile
Axr =0,
ovvero
T by
(46) S=qP=(21,...,2,): A| : | =
Tn b,

Inoltre, vera a) oppure b), la giacitura W di S ¢ lo spazio delle soluzioni del
sistema lineare omogeneo

Azx =0
e si ha dim(S) =n —rg(A).

DIMOSTRAZIONE: Abbiamo gia discusso che b) = a) nell’Esempio 51.6, insieme
alle ultime affermazioni. Resta da provare che a) = b). Supponiamo che S sia il
sottospazio affine S = Py + W. Osserviamo che, se W = R", allora anche S = R" e
S si puo considerare come l'insieme delle soluzioni del sistema (di rango 0) costituito
dall’unica equazione:

Oxy + -+ 0z, = 0.

Supponiamo quindi W # R"; segue che dim(W+) > 0. Fissiamo una base uy, . . ., Uy,
di W+. Abbiamo che un punto P = (z1,...,z,) di R" appartiene a S se solo se

E?GWC

ma essendo W = (VVL)l cio accade se e solo se il vettore Poﬁ e ortogonale a tutti i
vettori di W+, il che avviene se e solo se

(47) BoPus=0, i=1,....m,

(si ricordi I'Oss. 49.2). Cio fornisce un sistema di equazioni lineari che descrive S:
infatti le (47) si riscrivono

(P—P,) u;=0, i=1,...,m,

OVVero:
P-u=PFP,-u, 1=1,...,m
0, in termini matriciali:

X1

Tn
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dove abbiamo posto b; := P, - u;. Pertanto S coincide con l'insieme delle soluzioni
del sistema

Ar =0b
tul bl
dove A e la matrice con m righe e n colonne A = : eb=1:

U b,

Per sintetizzare il fatto che un sottospazio affine S e I'insieme delle soluzioni di
un sistema lineare, si scrive

S:Arxr=1b

e le equazioni del sistema si dicono le equazioni di S. Questa scrittura corrisponde
esplicitamente alla (46).

Quindi, ad esempio, un piano di R? & descritto da una singola equazione lineare
non banale, mentre una retta da un sistema di due equazioni indipendenti, nel senso
che la matrice A dei coefficienti ha rango 2. Torneremo sulla geometria di R? pit1 in
dettaglio in seguito.

Pit1 in generale, un sottospazio affine di codimensione m, cioe di dimensione n—m
puo essere descritto mediante un sistema lineare di m equazioni, che si puo scegliere
di rango m.

52. SISTEMI DI RIFERIMENTO AFFINI

La descrizione dei sottospazi affini che abbiamo ottenuto nel paragrafo precedente
fa uso delle coordinate naturali (xy,...,z,) di un punto generico P = (x1,...,,)
di R™; nella pratica e necessario poter disporre di sistemi di riferimento opportuna-
mente scelti per descrivere gli oggetti geometrici (ad es. luoghi) mediante equazioni,
come il lettore e abituato a fare nell’ordinaria geometria analitica piana. Siintroduce
a questo scopo questa definizione fondamentale:

Definizione 52.1. Si chiama riferimento affine di R™ ogni coppia (O, B) dove O &
un punto fissato, detto origine del riferimento, mentre 8 e una base fissata di R".

Un riferimento Cartesiano (ortonormale) ¢ un riferimento affine la cui base B ¢
una base ortonormale.

N.B. Non si confonda il punto O con il vettore nullo 0.

Le coordinate di un punto si attribuiscono, in presenza di un riferimento, nel modo
specificato dalla definizione seguente:

Definizione 52.2. Sia R = (0, 8) un riferimento affine. Sia P € R™ un punto. Si

chiamano coordinate di P rispetto a R le componenti (z1,...,x,) del vettore O_}>7
rispetto alla base B.
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Si usera la scrittura P(zq,...,z,) per indicare il fatto che P ha coordinate
(x1,...,2,) rispetto ad un riferimento assegnato. Dunque, posto B = {uy,...,u,},
allora P(z1,...,x,) vuol dire che

O?:arlul—l—---%—xnum

ovvero che
P=0+xui+ -+ zu,.

Giova notare esplicitamente che le scritture P(xq,...,z,) e P = (x1,...,2,)
significano cose diverse.

EsEmp10 52.3. Il riferimento standard di R"™ ¢ Ry = (Ogn, Bo) dove By = {ey, ..., e,}
¢ la base canonica. Sitratta naturalmente di un riferimento Cartesiano. Solo rispetto
a questo riferimento abbiamo che ogni P = (z1, ..., x,) ha coordinate (x1,...,z,).

Teorema 52.4. Fissato un riferimento affine R = (O,B), la funzione
o R" o R”

che associa ad ogni punto P il vettore (z1,...,x,) delle sue coordinate rispetto a R
¢ una bigezione.

DIMOSTRAZIONE: Conosciamo la funzione ¢y : R™ — R” che associa ad ogni
vettore v le sue componenti rispetto alla base, e sappiamo che si tratta di un iso-
morfismo lineare. Per definizione delle coordinate, per ogni punto P si ha

Yr(P) = w%(ﬁ)-

Cio suggerisce che la funzione 1% in questione puo riguardarsi come la composta di
due funzioni:

R™ %5 R 2, Re
dove G : R" — R" & definita ponendo
G(P) .= OP.

Ora, e di semplice verifica il fatto che G ¢ bigettiva: dato infatti un vettore X € R"
esiste uno ed un solo P € R" tale che

G(P)=X
ovvero tale che
OP=P—-0=X:

si tratta del punto P = X + O. Dunque ¥y = g o G & bigettiva in quanto
composizione di bigezioni. O
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Osservazione 52.5. Giova osservare che questo risultato significa che, rispetto
ad un riferimento affine, vi & una corrispondenza biunivoca tra punti e n-ple di
coordinate, esattamente come nella geometria analitica nota allo studente; vale a
dire: due punti P(zq,...,2,) e Q(z),...,z.) coincidono se e solo se hanno le stesse
coordinate, cio¢ z; = z} per ogni i, mentre fissata (x!,... 2") una n-pla di scalari,
vi ¢ esattamente un punto P di coordinate (x}, ..., z").

Ad esempio, considerato il riferimento

R = (O = (1,2),% = {Ul = (37 1),’&2 = <\/§7 _1)})

del piano Euclideo R?, allora il punto di coordinate (1, —2) rispetto a tale riferimento
e

o

P=0+4u; —2uy = (1,2) 4+ (3,1) — 2(v/2, —1) = (4 — 2v/2,5).

53. CAMBIAMENTI DI RIFERIMENTO

Proposizione 53.1. (Cambiamento di riferimento affine) Siano R = (O,B) e
R = (O',B) due riferimenti affini di R™. Per ogni punto P, denotati con x e x' i
vettori delle coordinate di P rispetto a R e a R', sussiste la relazione:

(48) r=02"+d

dove C = Mgy s € la matrice di passaggio dalla base *B alla base B’ e d é il vettore
delle coordinate dell’origine O' del riferimento R’ rispetto al riferimento R.
Se i riferimenti in questione sono entrambi Cartesiani, allora C' € O(n).

Ai fini di provare la (48) ¢ conveniente far uso della seguente identita, detta
relazione di Chasles: per ogni A, B,C € R" si ha

AB = AC +CB.

Infatti
AC+CB=C—-A+B—C=B— A= AB.

Ora, considerati i due riferimenti nell’enunciato della Proposizione precedente, e un
punto P qualsiasi, abbiamo:
OP =00 + O'P.

La (48) si ricava uguagliando i vettori delle componenti di ambo i membri, rispetto
alla base 8. Per quel che concerne il primo membro, tale vettore e il vettore delle
coordinate affini x di P rispetto a R; quindi abbiamo:

T = %ZJ%(O—O)/) +¢%(OT>D)-

-
Analogamente, si ha 1y (0O0") = d, dove d ¢ il vettore delle coordinate di O’ nello
stesso riferimento. D’altra parte 2’ = g (O’ P); ma, applicando la (25), sappiamo
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—
che tra i vettori delle componenti di O’P rispetto alle due basi 28 e B’ sussiste la
relazione:

i(O'P) = O

e quindi si ottiene la (48). L’ultima affermazione ¢ immediata applicazione della
Prop. 46.6.

Torniamo ora a discutere i sottospazi affini; in presenza di un riferimento non
standard, il Teorema 51.9 ammette la seguente generalizzazione:

Teorema 53.2. Si fissi un riferimento affine R = (O,B) di R™. Sia S C R™ un
sottoinsieme. Sono proprieta equivalenti:

a) S & un sottospazio affine.

b) S ¢ linsieme dei punti le cui coordinate rispetto a R sono soluzioni di un
sistema lineare compatibile

Axr =0,
ovvero
T b
(49) S=qPxy,...;zn) A + | =] :
Tp b
Inoltre, vera a) oppure b), la giacitura W di S é il sottospazio vettoriale costituito

dar vettori le cui componenti rispetto alla base B sono soluzioni del sistema lineare
omogeneo

Ax =0,

ovvero, posto B = {vy,...,v,}:

W={v= Z@M Az = 0}.
i=1

Si ha inoltre dim(S) = n — rg(A).

DIMOSTRAZIONE: Fissiamo un riferimento affine R, rispetto al quale denotiamo
con 2’ il vettore delle coordinate di un punto generico. Consideriamo la matrice di
passaggio C' dalla base canonica alla base 8. Sappiamo che un sottoinsieme S C R"
& un sottospazio affine se e solo se e della forma:

T by
S=qP=(21,...,2,): A| : | =
Tn b,

ovvero, considerando le coordinate dei punti rispetto al riferimento standard Ry =
(0, %0)2
S ={P(z1,...,x,) : Az =b}.
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Utilizzando la (48), rispetto al riferimento R lo stesso insieme ¢ descritto come segue:
S ={P(x},...,a)): A(Ca' +d)="0b}
cioe
S ={P(x},...,z)): Az’ =1},

dove abbiamo posto A" := AC e V/ := b — Ad. Riguardo la giacitura W di S, in
modo simile, sfruttando ancora la (25) abbiamo che

W={v=(z1,....,2,) ER": Az =0} = {v =Y ajv| : (AC)2’ = 0}.

=1

54. SOTTOSPAZI AFFINI DI R?

Nel caso familiare dello spazio tridimensionale R?® abbiamo solo tre tipi di sot-
tospazi: punti, rette e piani. Fissato un riferimento affine 8 = (O, {uy, us, us}),
ogni piano « e rappresentato da un’equazione non banale:

a:ar+by+cz+d=0, (a,b,c)#D0.

Ogni retta r ¢ I'insieme dei punti le cui coordinate soddisfano un sistema del tipo
Jar+by+cz+d=0 a b c _
" dr+by+dz+d=0" "INy )T

Geometricamente, cio comporta che ogni retta e I'intersezione di due piani op-
portuni. Discuteremo in generale 'intersezione tra sottospazi affini nel prossimo
paragrafo.

I punti { P} invece corrispondono alle soluzioni di sistemi di Cramer nelle incognite

(2,9, 2):

ar +by+cz+d=0 a b c
P:¢ de+by+dz+d =0 , |d UV d|#N0.
a//x+b//y+cllz+d// — 0 CL// b// C//

Le rette sono descrivibili in modo conveniente anche mediante equazioni parame-
triche: si fissi un punto P,(xg,yo,20) su una retta r di giacitura W, di modo che
r = Py + W. Dato un vettore non nullo v parallelo a r, abbiamo W = L(v) in
quanto il sottospazio W ¢ 1-dimensionale. Dunque

r={PeR:BPcW}={PecR*:3teR: RP =t} = {Py+tv: t €R}.

Denotate con (I, m,n) le componenti di v rispetto alla base del riferimento, abbiamo
dunque che il generico punto P € r ¢:

P = Py+tv = O+xguy+yous+zoug+t(lus +mus+nus) = (zo+tl)ui+(yo+tm)us+(20+tn)us,
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cioe ¢ il punto P(zg + tl,yo + tm, 2y + tn), al variare di ¢ € R. Cid mostra che le
retta r puo descriversi mediante le equazioni

JI:.To—i‘tl
y=yo+tm , teR.
z=2zy+1tn

che sono dette le sue equazioni parametriche.

Di solito i numeri [, m, n si chiamano parametri direttori della retta nel riferimento
fissato. Si noti che il punto Fj si riottiene in corrispondenza del valore ¢ = 0 del
parametro.

55. POSIZIONI RECIPROCHE TRA SOTTOSPAZI AFFINI

In questo parafrafo iniziamo lo studio della geometria affine in R”, il cui oggetto di
studio sono le relazioni tra sottospazi affini (geometria di posizione); essa € incentrata
sui concetti definiti di seguito:

Definizione 55.1. Due sottospazi affini S e T' di R™ aventi giaciture rispettivamente
U e W si dicono:

- incidenti se SNT # 0;
- paralleli se U C W oppure W C U;
- sghembi se non sono paralleli e SNT = ().

Prima di proseguire ¢ opportuno notare che:

Proposizione 55.2. Se S e T sono sottospazi affini incidenti, con giaciture U e
W, allora:

ScT «<— UcCW.

DIMOSTRAZIONE: Infatti, fissato un punto Py € S NT, possiamo rappresentare
i due sottospazi nella forma

(50) S=P+U T=FP+W

e quindi ¢ evidente che, se U C W, allora S C T. Riguardo 'altra implicazione,
se S C T, allora dato v € U si ha che Fy + u appartiene a S e quindi anche a T
pertanto esiste un vettore w € W tale che

Ph+u=F +w
e quindi necessariamente u =w € W. 0O
Riguardo il parallelismo consegue:
Proposizione 55.3. Dati due sottospazi affini S e T risulta:
S eT paralleli = S C T oppure T C S oppure SNT = ().
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DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che S e T siano paralleli: se SNT = () si ha
la tesi. Altrimenti S e T sono incidenti e, in base alla definizione di parallelismo,
U C W oppure W C U: in virtu di quanto stabilito sopra, uno dei due sottospazi e
contenuto nell’altro. O

Nel seguito scriveremo S/ /T per indicare il fatto che S e T" sono sottospazi paral-
leli.

Si noti anche la seguente caratterizzazione della condizione di incidenza:

Proposizione 55.4. Dati i sottospazi affini S =A+U eT =B+ W di R" si ha:

S eT sono incidenti < 1@ ceU+W.

DIMOSTRAZIONE: Se S e T sono incidenti, si fissi P, € SNT. Allora

AD - AP.+P.B—AP.—BE. c U+ W.

Viceversa, supponiamo che si abbia zﬁ € U+ W. Allora esistono due vettori u € U

e w € W tali che:
jﬁ:quw.

Dunque
B-—w=A4ueSNT

per cui S e T sono incidenti. O

La nostra intuizione e conoscenza pregressa suggeriscono che nello spazio R3 due
piani distinti o e 8 sono sempre o incidenti o paralleli, avendosi nei due casi, rispet-
tivamente:

anpf=rretta, anN B =0.
Mentre per una retta r ed un piano «, deve verificarsi una delle seguenti:
rca,rNa={P},rna=>0.
Invece, nel caso di due rette distinte r e s le possibili posizioni reciproche sono:

r e s incidenti, r//s, r e s sghembe.

Nel primo caso rMNs € un punto, mentre negli ultimi due casi, mutuamente esclusivi,
rNs=_0.

Queste affermazioni si possono (e si devono) tutte provare in modo rigoroso in
base alle definizioni di retta e piano che abbiamo introdotto.

Prima di fare questo, discuteremo alcuni risultati di natura generale su cui si basa
lo studio della geometria di posizione in R™.

Proposizione 55.5. Siano S e T sottospazi affini incidenti di R™. Allora SNT é un
sottospazio affine, la cui giacitura e 'intersezione delle giaciture dei due sottospazi.



118

DIMOSTRAZIONE: Fissato un punto P, € S NT rappresentiamo ancora S e T’
mediante la (50). Allora risulta

SNT=PFP,+{UnNW)

e poiche UNW e un sottospazio vettoriale di R™, segue I’asserto. Questa uguaglianza
si giustifica subito tenendo conto della condizione (51.8) di appartenza di un punto
ad un dato sottospazio affine. Infatti, un punto P appartiene a S NT se e solo se si
ha simultaneamente sia P,P € U che PyP € W, ovvero se e solo se ]ﬁ eUNWe
cio significa che P appartiene al sottospazio P, + (UNW). O

Al fine di analizzare la posizione reciproca di due sottospazi, un’informazione utile
¢ sapere se essi sono contenuti entrambi in un altro sottospazio (ad es. nel caso di
due rette sapere se esse sono o no complanari); il seguente risultato & basilare:

Teorema 55.6. Siano S = A+ U eT = B+ W due sottospazi affini di R". Allora
esiste il pit piccolo (per inclusione) sottospazio affine contenente sia S che T'. Esso
si chiama sottospazio congiungente S e¢ T', si denota con SV T, ed é dato da:

(51) SVT=A+L(@)+(U+W).

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo il sottospazio affine £ = A + L(xﬁ) + (U +
W). Osserviamo che E passa ovviamente per A, ma anche per B, in quanto per

definizione, zﬁ appartiene alla sua giacitura. Siccome quest’ultima contiene sia U
che W, abbiamo che E contiene sia S che T'. Resta da verificare che E ¢ il pitu piccolo
sottospazio cha ha questa proprieta. Sia S’ un altro sottospazio affine contenente S
e T'; allora S” passa per A e per B e possiamo rappresentare S’ come S" = A + U’
dove U’ & la giacitura di S’. In particolare AB € U’. Segue che U C U, W C U’ e
pertanto L(zﬁ) +U+W)cU' dacui ECS'. O

Vale la seguente formula per calcolare la dimensione di SV T, che e la versione
affine della formula di Grassmann (16):

Teorema 55.7. Siano S e T due sottospazi affini di R™, aventi giaciture rispetti-
vamente U e W. Allora la dimensione di SV T si calcola come seque:

1) Nel caso SNT # (: dim(SVT) = dim(S) + dim(7T") — dim(S N T).

2) Nel caso SNT = 0: dim(S vV T) = dim(S) + dim(T) + 1 — dim(U N W).

DIMOSTRAZIONE:

1) In questo caso sappiamo che 1@ € U+ W (Prop. 55.4) per cui, tenendo conto
della (51) abbiamo che la giacitura di SV T ¢ U + W. Inoltre la giacitura di SNT
e UNW. Pertanto, applicando la formula di Grassmann abbiamo:

dim(SVT) = dim(U+W) = din(U)+din(W)—din(UNW) = dim(S)+dim(7T")—dim(SNT).
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2) In tal caso AB ¢ (U + W), per cui
dim((U + W) + L(@)) =dimn(U + W) + 1,
in quanto la somma di L(@) edi U+ W e diretta. Allora
dim(SVT)=dim(U + W)+ 1 =din(U) + dim(W) — dim(U N W) + 1

da cui la tesi. O
Come applicazione, discutiamo la seguente caratterizzazione dei sottospazi sghembi:

Proposizione 55.8. Siano S e T sottospazi affini con dim(S) < dim(T"). Allora:

S eT sono sghembi < SNT =0 e dim(SVT) > din(T) + 2.

DIMOSTRAZIONE: Denotiamo al solito con U e W le giaciture dei due sottospazi.
Notiamo che, essendo per ipotesi dim(S) < dim(7"), tenendo conto della definizione
di parallelismo, abbiamo S//T se e solo se U C W. Infatti, nel caso in cui W C U,
si ha necessariamente W = U.

=) Supponiamo che S e T' siano sghembi; dalla formula di Grassmann, caso 2),
otteniamo che

(52) dim(SVT) = dim(T) 4+ 1 + (dim(S) — dim(U N W)).

Ora notiamo che dim(S) — dim(U N W) > 0, perche altrimenti si avrebbe dim(U) =
dim(U NW), da cui UNW = U e quindi U C W; cio significherebbe S//T, contro
'ipotesi. Pertanto dim(SV T') > dim(T") + 2.

<) Supponiamo che dim(SVT) > dim(7") +2 e S e T non incidenti. Vale ancora
la (52), per cui otteniamo, stante 'ipotesi:

dim(7") + 1 + (dim(S) — dim(U N W)) > dim(T) + 2

e quindi
(dim(S) — dim(U N W)) > 1.

Pertanto dim(U N W) # dim(U) e quindi U ¢ W e questo implica che S e T' non
possono essere paralleli. O

Soffermiamoci ora sulla geometria di posizione in R?.

Proposizione 55.9. Due piani di R* non sono mai sghembi. Quindi se o e 3 sono
piant distinti, essi sono sempre o incidenti o paralleli. Si ha:

af/B = anp=10.

Inoltre, se v e 8 sono incidenti, allora o N (B € una retta.
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DIMOSTRAZIONE: La prima affermazione segue direttamente dalla Prop. prece-
dente, avendosi dim(5) + 2 = 4 > 3. Supponendo ora « # 3, & chiaro che se a e 3
sono paralleli, allora sono disgiunti (cfr. Prop. 55.3), e viceversa, se sono disgiunti,
allora devono necessariamente essere paralleli, non potendo essere sghembi. Infine,
consideriamo il caso in cui a e # sono incidenti; lo spazio congiungente eV 3 non ¢
un piano perche altrimenti coinciderebbe con entrambi i piani in quanto li contiene,
ma cio contraddice il fatto che o # 8. Quindi oV 8 = R3 e la formula di Grassmann
nel caso 1) implica che dim(aNf) =2+2—-3=1. O

Discutiamo ora una caratterizzazione rilevante della circostanza che due rette di
R? siano sghembe. Definiamo due rette complanari se esiste un piano che contiene
entrambe.

Proposizione 55.10. Siano r e s rette distinte di R3. Allora:

r e s sono sghembe <= 1 e s non sono complanari.
Quindi:
r e s sono complanari <= r e s sono incidenti oppure sono parallele.

DIMOSTRAZIONE: In base alla Prop. 55.8, r e s sono sghembe se e solo se
rNs=0edim(rVs) > 3, ciotseesoloserNs=0erVvs=R3 Ora, se
queste condizioni sono vere, certamente r e s non sono complanari, perche r Vs ¢ il
piu piccolo sottospazio contenente entrambe le rette. Viceversa, se r e s non sono
complanari, allora chiaramente 7V s = R? e si ha anche rNs = (), perche altrimenti
applicando la formula di Grassmann, nel caso 1), avremmo

3=dim(rVs)=2—din(rns) <2,

il che e una contraddizione. Quindi r e s sono sghembe. O

Riassumendo, per le rette abbiamo le seguenti possibilita:

Proposizione 55.11. Due rette distinte r e s di R possono essere incidenti, paral-
lele o sghembe. Nel primo caso, la loro intersezione ¢ un punto, nel secondo caso r
e s sono disgiunte; in entrambi questi casi, esse sono complanari e contenute in un
unico piano. Se r e s sono sghembe, allora sono disgiunte e non complanari.

Lasciamo infine al lettore il compito di esaminare in dettaglio il caso di una retta
r ed un piano «, provando i fatti seguenti:

Proposizione 55.12. Siano r una retta e o un piano di R®. Allora puo accadere
che che r e a siano incidenti oppure paralleli. Se r e o sono incidenti, allora o
r C « oppure r N a € un punto. Inoltre, se r ¢ «, si ha:

r//a <= rna=70.

Giova osservare che anche in questo caso, e escluso a priori che una retta ed un
piano siano sghembi, sempre perche dim(«) +2 =4 > 3.
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56. PERPENDICOLARITA E CONDIZIONI ANALITICHE

Definizione 56.1. Due sottospazi affini S e T' di R™ aventi giaciture rispettivamente
U e W, si dicono perpendicolari se risulta
u-w=>0
per ogni u € U e w € W, oppure se
uw' =0
per ogni v’ € Ut e w' € W+,
In tal caso scriveremo S | T

Si osservi che le condizioni in questione si possono riformulare come segue: S e T
sono perpendicolari se e solo se

U c W oppure Ut c W.

Infatti richiedere che u - w = 0 per ogni v € U e w € W, vuol dire che U ¢ W+,
mentre richiedere che v - w’ = 0 per ogni v/ € U+ e w' € W+, significa imporre che
UL c (W', ma (WH" =W,
Nel primo caso, necessariamente:
dim(S) +dim(7T) < n
mentre nel secondo caso deve aversi:
dim(S) + dim(7) > n.

Cio e immediata conseguenza del Cor. 49.6.

EseMPIO 56.2. Ad esempio, date due rette r e s, fissati due vettori non nulli v e w
paralleli rispettivamente a r e s, allora » L s se e solo se v - w = 0.

Invece, dati due piani di R?, la prima delle due condizione nella Definizione 56.1
non puo verificarsi, e risulta o L 3 se e solo se, fissati due vettori non nulli n e n’
perpendicolari rispettivamente ad o e a 3, si han-n’ = 0.

Cio perche le corrispondenti giaciture U e W hanno dimensione 2 e quindi U+ =
L(n) mentre W+ = L(n/).

Discutiamo ora le condizioni analitiche affinché due sottospazi di R? siano para-
lleli oppure perpendicolari. In tutta la discussione seguente ¢ fissato un riferimento
Cartesiano R = (O, {uy,us,us}). Scriviamo al solito P(z,y,z) per denotare un
punto di coordinate (z,y,z) rispetto al riferimento; usiamo anche la notazione
v(a, b, c) per indicare il vettore v = auy + buy + cus di componenti (a, b, ¢) rispetto
alla base ‘B.

Osserviamo innanzitutto che dato un piano « di equazione:
a:ar+by+cz+d=0,

allora il vettore n(a, b, ¢) ¢ sempre perpendicolare al piano in questione.
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Infatti, sappiamo che la giacitura W del piano e descritta dall’equazione
W :azx +by+cz=0,
e pertanto utilizzando il prodotto scalare possiamo scrivere:
W={veR: v-n=0}=L(n)".

Cio e vero perche la base 8 ¢ ortonormale: si ricordi la (36), che garantisce che
v-n=ax+ by + cz.

Cio premesso, ricaviamo i seguenti criteri:

Condizioni di parallelismo e perpendicolarita retta-piano

Consideriamo una retta r ed un piano « di equazioni:

l':l'o+tl
r: y=y+tm , a:ar+by+cz+d=0.
z2=2z +1tn

Allora risulta

I = pa
r//a <= al+bm+cn=0, rla <= dpeR—-{0}tec m = pb
n = pc

La condizione di perpendicolarita si scrive anche sotto forma di rapporti uguali:

{ m n

a b ¢’
con la convenzione che se uno dei denominatori e zero, tale dev’essere il numeratore.

La giustificazione dei due criteri segue quasi direttamente dalle definizioni: la
giacitura di r ¢ infatti L(v) dove v ¢ il vettore di componenti (I, m,n), mentre per
quanto premesso sopra W = L(n)* dove n ¢ il vettore n(a,b,c). Pertanto r//a se
e solo se U C W, ma cio accade se e solo se v € W ovvero se e solo se v-n = 0,
ovvero al + bm + cn = 0.

Invece 7 L a se e solo se U C W+ ovvero se e solo se U C L(n), il che accade se
e solo se v = pn per un opportuno scalare non nullo p.

Condizioni di parallelismo e perpendicolarita tra rette

Consideriamo due rette di equazioni

x=x0+tl r =z +tl
r: y=yo+tm , r:{ y=y,+tm
z2=zy+tn z=z)+tn

Risulta:

r//s < JpeR—-{0}t.c.X m" = pm , rlLs < U+mm +nn =0
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Infatti la condizione di parallelismo e che le giaciture L(v) e L(v') delle due rette
coincidano, dove v'(I’,m’,n’), il che accade se e solo se v' = pv, mentre la condizione
di perpendicolarita ¢ L(v) C L(v')* che si riduce a v - v’ = 0.

Condizioni di parallelismo e perpendicolarita tra piani
Consideriamo infine due piani a e  di equazioni:

a:ar+by+cz+d=0 B:dx+by+dz+d=0.

Si ha:
a = pa

a//B < FJpeR—-{0}tec{ b = pb , alf < ad +bV+cd =0.
d = pc

Infatti le giaciture dei piani sono L(n)t e L(n')*, dove n(a,b,c) e n'(d’,b, ).
Pertanto essi sono paralleli se e solo se L(n)* = L(n')*, ma cid equivale a L(n) =
L(n") ovvero n’ = pn. Invece, stante la definizione, la condizione di perpendicolarita
equivale a richiedere che n-n’ = 0.

ESEMPIO 56.3. Dato il piano a : 3z — /22 + 5 = 0, allora i piani paralleli ad esso
sono tutti e soli quelli aventi equazione del tipo

3t —V22+k=0
al variare di k in R. Questa ¢ una descrizione analitica del fascio di piani paralleli
al piano dato.

57. LA DISTANZA EUCLIDEA

Mediante il prodotto scalare e possibile dare una definizione semplice di distanza
tra punti:

Definizione 57.1. Si chiama distanza Euclidea tra i punti P e ) di R" il numero
A(P,Q) = [|PQ).

Si osserva che d(P, Q) > 0 e si ha d(P,Q) = 0 se e solo se P = Q.
Un’altra proprieta basilare e familiare della distanza tra punti ¢ la cosiddetta
disuguaglianza triangolare.

Proposizione 57.2. (Disuguaglianza triangolare) Dati i punti A, B,C di R™ si ha
sempre

d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).
Infatti,
d(A, B) = ||AB|| = ||AC + CB|| < ||AC|| + ||CB|| = d(A, C) + d(C, B).

Osservazione 57.3. Riassumendo, la funzione distanza d : R” x R” — R soddisfa
le seguenti condizioni:
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0
Oseesolose A=B

d(B,A)

d(A,C)+d(C, B).

valide per ogni A, B, C punti coinvolti. Si osservi che la 3) & conseguenza immediata
della proprieta (35) della norma. Queste proprieta sono sufficientemente forti da
poter sviluppare una teoria generale dei cosiddetti spazi metrici, insiemi su cui e
assegnata una nozione di distanza che soddisfa le proprieta precedenti assunte come
assiomi.

Tornando alle distanze, in questo contesto il Teorema di Pitagora assume la
seguente formulazione:

Teorema 57.4. (Teorema di Pitagora generalizzato). Siano A, B,C punti di R".
Allora:

(53) d(B,C)? = d(A, B)? + d(A,C)? — 2 AB - AC.
DIMOSTRAZIONE: Si ha infatti, utilizzando la formula di polarizzazione (42):
d(B.CY* = |[BC|P = |[BA+ AC|? = || BA|* +2(BA - AC) + || AC|P* =
— d(A,B)? — 2(AB - AC) + d(A, C)2.
O

La distanza Euclidea si puo calcolare utilizzando le coordinate dei punti coin-
volti, rispetto a un fissato riferimento Cartesiano, utilizzando la formula fornita
dalla Proposizione seguente, che generalizza quanto noto allo studente nel caso della
geometria cartesiana del piano:

Proposizione 57.5. Sia R = (O,B) un riferimento Cartesiano di R™. Dati i punti
P(xy,...,x,) e Q(y1, ..., Yn) st ha:

d(P,Q) = \/(x1 — y1)? + - (wn —

=1

DIMOSTRAZIONE: Posto x = (z1,...,2,) e ¥y = (Y1, ..., Yyn), dalla relazione
PG = PO+ 0G = —OP + 0Q

segue che il vettore delle componenti di Pﬁ rispetto a B e dato da:

w%(@) = —¢%<07>)) + w%(@) =y —x.

Quindi, essendo la base ortonormale:

d(P,Q) = |1PGIl = Vi —2) - —2) = V@1 — 31 + - (@0 — yn)2-
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58. DISTANZA TRA PUNTI E SOTTOSPAZI

Teorema 58.1. Siano S un sottospazio affine di R™ e A un punto. Allora esiste
uno ed un solo punto H € S tale che il vettore ﬁ ¢ perpendicolare a S. Inoltre

d(A, H) < d(A, P) per ogni punto P € S, P # H.

Tale punto prende il nome di proiezione ortogonale di A sul sottospazio S.

La proiezione ortogonale H del punto A realizza quindi la distanza minima tra A
ed i punti del sottospazio S: in formule

d(A, H) = min{d(A,P): P e S},
ed ¢ 'unico punto con questa proprieta. Ha senso quindi definire il numero d(A, H)
la distanza del punto A dal sottospazio S, che si denota con d(A4,S).

Nel caso in cui A € S si ha evidentemente H = A perche il vettore nullo e
ortogonale a S. Pertanto in tal caso d(A4,S) = 0.

DIMOSTRAZIONE: Denotata con W la giacitura di S, sfrutteremo il fatto che

R"=W oW
. . . >
Fissato un punto F su .S, decomponiamo il vettore PyA come
—
PPA=w+u

dove w € W e u € Wt. In corrispondenza del vettore w, che ¢ la proiezione
ortogonale di PyA su W, possiamo considerare il punto

HI:P0+UJ

che appartiene per costruzione a S in quanto S = Fy+W. Mostriamo che tale punto
ha la proprieta richiesta; abbiamo infatti:

ﬁ:H—A:PO—i-w—A:w%—PO—A:w+(—w—u):—UEWL.

Quindi fT[j[) e effettivamente perpendicolare al sottospazio. Riguardo I'unicita di H,
supponiamo che H' sia un altro punto di S per cui AH' risulti perpendicolare a S
allora si avrebbe . / |
HH =HA+ AH e W—.

Ma, essendo H' € S, si avrebbe anche HH' € W. Dunque HH' = 0 e quindi
H=H.

Infine, consideriamo un punto qualsiasi P di S diverso da H; per il Teorema di
Pitagora (53), tenendo conto del fatto che i vettori AH ¢ HP sono perpendicolari
in quanto HP € W, si ricava:

d(A, P)* = d(A, H)* + d(H, P)* > d(A, H)?
essendo d(H, P) > 0 perche P # H. O
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Come caso rilevante, stabiliamo una formula per calcolare la distanza tra un punto
ed un iperpiano:
Teorema 58.2. Sia a un iperpiano di R"™ avente equazione
a:axy+- - +a,x, +d=0
in un fissato riferimento Cartesiano. Allora per ogni punto A(x9, ... 2%) si ha:

(A 0) = |a1x?+~~+anx2+d]'
ai+---+a2

Si osservi che la formula in questione da correttamente che d(A,a) = 0 esatta-
mente nel caso in cui A sia un punto di a.

DIMOSTRAZIONE: Si tratta di esplicitare la distanza P(A, H) dove H € «a ¢ la
proiezione ortogonale di A sull’iperpiano. Cominciamo con ’osservare che, denotato
con n il vettore di componenti (ai,...,a,) rispetto alla base del riferimento, in
analogia a quanto si & visto nel caso dei piani di R3, risulta che n & un vettore non
nullo perpendicolare ad «, e la giacitura W di «

W={veR"v-n=0}=L(n)".
Inoltre, riscrivendo 1’equazione di v usando il prodotto scalare, abbiamo:
a={PeR": O?-n—l—d:O}

Dunque, essendo ﬁ perpendicolare a a;, abbiamo che ﬁ € L(n) e quindi il punto
H ¢ della forma

H=A+1n
per un opportuno scalare t € R, da determinarsi imponendo che tale punto ap-
partenga all’iperpiano. Cio accade se e solo se

O‘Ij[}-n—kd:O,
ovVVvero
(A=0)+tn) - n+d=0,
cioe .
OA-n+tn-n+d=0,

da culi si ricava:

B O—1>4 n+d
[In]|?
Siamo ora in grado di calcolare la distanza tra A e H:
e —
OA-n+d OA-n+d
A H) = |[AH) = |- | = 05 R,

ed esplicitando il rapporto ottenuto si ottiene subito la formula enunciata. O
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59. CENNO SULLE ISOMETRIE

Definizione 59.1. Un’applicazione f : R” — R" si dice isometria (o movimento
rigido) se conserva le distanze tra punti, cioe se

d(P,Q) = d(f(P), f(Q)), VP,QeR".

Nel caso n = 2 le isometrie sono i movimenti nel piano Euclideo che vengono
utilizzati nelle argomentazioni di geometria sintetica concernenti la sovrapposizione
di figure (preservandone la forma) e la nozione di congruenza (ad es. tra segmenti,
angoli, triangoli, ecc).

L’importante risultato seguente caratterizza le isometrie dal punto di vista analitico:

Teorema 59.2. Le isometrie f : R™ — R"™ sono tutte e sole le funzioni del tipo
f(X)=AX+b VX eR"

dove A € O(n) é una matrice ortogonale fissata e b € R™ & un vettore fissato.

Come caso particolare abbiamo la traslazione 7, : R — R" di vettore b definita
da
(X) = X + b,
corrispondente a A = I,,. Dunque ogni isometria ¢ una funzione composta
J=m0Ly

di una traslazione e di un’isometria lineare L, : R™ — R™.
Questo fatto implica che le isometrie sono tutte bigezioni, e che esse formano un
gruppo di trasformazioni di R".

Nel caso n = 2, un Teorema di Chasles afferma che vi sono solo quattro tipi di
isometrie del piano: traslazioni (caratterizzate dal fatto che det(A) = 1 e di non
ammettere punti fissi); rotazioni (caratterizzate dal fatto che det(A) = 1 e aventi
punti fissi, di fatto un solo punto fisso, il centro della rotazione); riflessioni rispetto
a una retta (caratterizzate da det(A) = —1 e aventi punti fissi, di fatto tutti e soli
i punti della retta asse di riflessione); glissosimmetrie: sono isometrie composte da
una riflessione seguita da una traslazione di vettore parallelo all’asse di simmetria
(caratterizzate da det(A) = —1 e non aventi punti fissi).



