
Algebra n. 3 - NOTE ALLA LEZIONE 16 

 

 

Dimostrazione della Proposizione 16.3 

 

Con il nome di Secondo Teorema di Euclide (Libro VI, Proposizione 8 degli Elementi)  si indica 

solitamente il seguente enunciato di geometria elementare del piano:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vale l’identità: 
2 .AH CH HB=   

 

 

Nota storica  

 

 Se   fosse algebrico, allora il campo ( )  avrebbe grado finito su , e quindi sarebbe 

un’estensione algebrica di .  Ad essa, tuttavia, appartiene ,  che dunque risulterebbe a sua volta 

algebrico su .  

 

Dimostrazione del Corollario 16.9 

 

Una volta costruito un angolo di ampiezza ,  delimitato da due semirette 

(v. figura) si tracci, con centro nel suo vertice, una circonferenza di raggio 

unitario. Dal suo punto di intersezione con uno dei lati dell’angolo si 

conduca quindi la perpendicolare (in verde) all’altro lato. Il piede della 

perpendicolare avrà distanza cos  dal vertice dell’angolo. Viceversa, 

assegnato, su una semiretta, un punto avente distanza cos dal suo 

estremo,  si conduca da tale punto la perpendicolare alla semiretta, e la si 

intersechi con la circonferenza di raggio unitario avente centro 

nell’estremo della semiretta. Si tracci infine la semiretta congiungente 

l’estremo con tale punto di intersezione. Questa racchiuderà, con la 

semiretta assegnata, un angolo di ampiezza .  

 

 

 

 



Dimostrazione del Corollario 16.10 

 

 

Ogni poligono regolare è inscrivibile in una circonferenza. Il centro di 

quest’ultima si trova, ad esempio, come punto di intersezione tra le 

bisettrici di due angoli interni consecutivi. Queste determinano, allo 

stesso tempo, uno degli angoli al centro.   

 

 

 

 

 

 

Nota 

  

Per i riferimenti storici a Fermat e agli autori citati più avanti in questa lezione, si vedano le pagine 

successive a questa, contenenti brani delle loro opere originali.   

 

 

Teorema 16.14  

 

In base alla Definizione 16.13, se un numero reale  è costruibile, è tale anche come numero complesso, 

in quanto coincide con la propria parte reale. In tal caso, secondo il Teorema 16.4, appartiene ad una 

estensione  2-radicale di ; la chiusura normale di quest’ultima è a sua volta un’estensione 2-radicale 

(come osservato nelle Note alla Lezione 15). Dunque il numero considerato verifica anche la tesi del 

Teorema 16.14. 

 

Dimostrazione  del Teorema 16.15 

 

L’immagine illustra il collegamento con i 

poligoni regolari (qui, un ottagono) nel 

caso delle radici ottave dell’unità. Una 

volta costruito il punto che rappresenta 
2

,
i

ne


 =  

 

ossia il vertice che segue il punto (1,0)   

percorrendo la circonferenza in senso 

antiorario, possono essere costruiti tutti 

gli altri vertici, semplicemente attraverso 

un trasporto di misura sulla circonferenza 

(corrispondente, a livello algebrico, alla 

moltiplicazione per  , effettuata in 

maniera iterata).  

 

Ora, alla luce del Teorema 16.14, il numero  è costruibile se e solo se appartiene ad un’estensione 

normale di  il cui grado è una potenza di 2. Questa condizione è certamente verificata se [ ( ) : ]  

è una potenza di 2, in quanto ( )  è un’estensione normale di   (è il campo di spezzamento del 

polinomio 1).nx −  Viceversa, se   appartiene ad un’estensione normale K di  tale che [ : ]K  sia 



una potenza di 2, allora anche [ ( ) : ]  è una potenza di 2, in quanto questo numero, per il teorema 

di moltiplicazione dei gradi, è un divisore del precedente.  

 

 Lettera di Pierre de Fermat (1601-1665) a Bernard Frénicle de Bessy 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Dalla lettera di Fermat a Frénicle
 
Commento di Fermat alla successione delle potenze di 2:
 
Io dico che, se aumentate i numeri della progressione di una unità, facendo 3, 5, 9, 17, ecc., tutti i  
numeri progressivi così aumentati, che non avranno per esponente un numero della suddetta 
progressione doppia, saranno numeri composti. 
 
Questo è l'enunciato del nostro Lemma 16.12, nelle parole del famoso matematico francese. 
 
PIù sotto, a proposito del numero che è pari a , Fermat osserva che il suo quoziente 8193, 2 + 113

rispetto alla divisione per  è della forma , per qualche intero  Questa sembra voler 3  26k+ 1 k.

essere  l'indicazione di una tecnica per la fattorizzazione dei numeri di Fermat composti. L'idea 
soggiacente è basata sul cosiddetto Piccolo Teorema di Fermat, e può essere così presentata in 
generale. Sia  un numero maggiore di  Allora, essendo  dispari, e si ha che p 3. p 2 ≡ 1 mod 3 ,2 ( )

. Posto allora  sarà , da cui . 2 + 1 ≡ 0 mod 3p ( ) 2 + 1 = 3q,p 3q ≡ 3 mod p( ) q ≡ 1 mod p( )

Essendo inoltre  dispari, ne consegue che . q q ≡ 1 mod 2p( )

 
Dagli Elementi di Euclide
 

 
 
Il lato del pentadecagono regolare inscritto in una circonferenza è la corda sottesa ad un arco pari 
alla quindicesima parte della circonferenza stessa. Questo arco si può costruire sottraendo la terza 

parte dal doppia della quinta parte (arco ). Infatti CD - = .
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 

 

L’incipit dell’annotazione sul suo diario:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le pagine delle Disquisitiones Arithmeticae (1801) – traduzione in francese - dedicate alla 

costruibilità dei poligoni regolari:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il coseno della 17-esima parte dell’angolo giro:  

 

 

 

 



L’impresa di Johann Gustav Hermes  (1846-1912) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 




