Algebra n. 3 - NOTE ALLA LEZIONE 16

Dimostrazione della Proposizione 16.3

Con il nome di Secondo Teorema di Euclide (Libro VI, Proposizione 8 degli Elementi) si indica
solitamente il seguente enunciato di geometria elementare del piano:

Vale I’identita: AH?> = CH - HB.

Nota storica

Se ~/r fosse algebrico, allora il campo Q(\/;) avrebbe grado finito su , e quindi sarebbe
un’estensione algebrica di Q. Ad essa, tuttavia, appartiene 7, che dunque risulterebbe a sua volta
algebrico su Q.

Dimostrazione del Corollario 16.9

Una volta costruito un angolo di ampiezza 6, delimitato da due semirette

(v. figura) si tracci, con centro nel suo vertice, una circonferenza di raggio
unitario. Dal suo punto di intersezione con uno dei lati dell’angolo si
1 conduca quindi la perpendicolare (in verde) all’altro lato. Il piede della
perpendicolare avra distanza cos@ dal vertice dell’angolo. Viceversa,
assegnato, su una semiretta, un punto avente distanza cosé@dal suo
A sin ( e) estremo, .si conduca dg tale punto la perpendicola@ all'a semiretta, e la si
intersechi con la circonferenza di raggio unitario avente centro
COS(e) nell’estremo della semiretta. Si tracci infine la semiretta congiungente
I’estremo con tale punto di intersezione. Questa racchiudera, con la

semiretta assegnata, un angolo di ampiezza 6.




Dimostrazione del Corollario 16.10

Ogni poligono regolare ¢ inscrivibile in una circonferenza. Il centro di
quest’ultima si trova, ad esempio, come punto di intersezione tra le
bisettrici di due angoli interni consecutivi. Queste determinano, allo
stesso tempo, uno degli angoli al centro.

Nota

Per i riferimenti storici a Fermat e agli autori citati piu avanti in questa lezione, si vedano le pagine
successive a questa, contenenti brani delle loro opere originali.

Teorema 16.14

In base alla Definizione 16.13, se un numero reale ¢ costruibile, ¢ tale anche come numero complesso,
in quanto coincide con la propria parte reale. In tal caso, secondo il Teorema 16.4, appartiene ad una
estensione 2-radicale di Q; la chiusura normale di quest’ultima ¢ a sua volta un’estensione 2-radicale

(come osservato nelle Note alla Lezione 15). Dunque il numero considerato verifica anche la tesi del
Teorema 16.14.

Dimostrazione del Teorema 16.15

Complex Troots Of unlty L’1mmag1ne lllustra 11 collegamento coni
poligoni regolari (qui, un ottagono) nel

= 8 Complex 8th Roots of Unity caso delle .radi‘ci ottave dell’unita. Una
volta costruito il punto che rappresenta

imaginary 2 = 27i

wg

i w=e" ,

ossia il vertice che segue il punto (1,0)

wg = -1 " wg=wi=1 percorrendo la circonferenza in senso

| 1% y - antiorario, possono essere costruiti tutti

' £ b gli altri vertici, semplicemente attraverso

A un trasporto di misura sulla circonferenza

= . 5 (corrispondente, a livello algebrico, alla

g =1 moltiplicazione per @, effettuata in
maniera iterata).

Ora, alla luce del Teorema 16.14, il numero @ ¢ costruibile se e solo se appartiene ad un’estensione
normale di Q il cui grado € una potenza di 2. Questa condizione ¢ certamente verificata se [Q(w) : Q]

¢ una potenza di 2, in quanto Q(®) ¢ un’estensione normale di @ (¢ il campo di spezzamento del

polinomio x" —1). Viceversa, se @ appartiene ad un’estensione normale K di QQ tale che [K : Q] sia



una potenza di 2, allora anche [Q(w) : Q] ¢ una potenza di 2, in quanto questo numero, per il teorema
di moltiplicazione dei gradi, ¢ un divisore del precedente.

Lettera di Pierre de Fermat (1601-1665) a Bernard Frénicle de Bessy

FERMAT A FRENICLE (').
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1. Soit par exemple Ia progression donhle depuis e hinaire avee ses
exposants au-dessus :

1 2 1 5 3 & 3 8 a In 1" 12 11 1% 15 1

2 4 8 16 32 67 128 236 Sr2 1024 2018 fogh Siga 16381 Aas68 65530

Je dis que, siovous angmentez les nombres de la progression de
Panité, et que vous fassiez 3, 5, g, 17, ele., tons les dits nombres pro-
aressifs ainsi augmentés, qui se tronveront avoir pour exposants des
nomhbres quine sont pas de la dite progreession donble, seeont nombres

COMPOSes,

2. Bien quion puisse faire ane anatomie particalicre qui est trop
longue i déerive, il sullit de vous faire comprendee, dans Fexemple
qui suit, la proposition que j'v ai faite :

Soit le nombre progressif augmente de Punité 8173, duguel Fexpo-

sant est 13 nomhre premier. Je dis que, si vous divisez 81973 par 3, le

(1) Fragmont publié par M. Ch. Heary ( Recherches ete., povgo-1g3 ) dlapres e hrouillon
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1||.|.nl:|~1:|| T PoOaEr elre divise L (U ol ee ||Ili ELTNTHEETE ihee i
inile on e dewble deoo b exposant sosdit, o wnomndtiple dodie donble
e o, ebe,, & Uinfine.

e si Dexposant o<t un v b O s, A ponrbint ne soil pas
manale cens de la progression doubile, je poes tronver fons les divisenrs

lnrl aisetmenl.
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Dalla lettera di Fermat a Frénicle
Commento di Fermat alla successione delle potenze di 2:

lo dico che, se aumentate i numeri della progressione di una unita, facendo 3, 5, 9, 17, ecc., tutti i
numeri progressivi cosi aumentati, che non avranno per esponente un numero della suddetta
progressione doppia, saranno numeri composti.

Questo & I'enunciato del nostro Lemma 16.12, nelle parole del famoso matematico francese.

PIU sotto, a proposito del numero 8193, che & pari a 213 + 1, Fermat osserva che il suo quoziente
rispetto alla divisione per 3 & della forma 26k + 1, per qualche intero k. Questa sembra voler
essere l'indicazione di una tecnica per la fattorizzazione dei numeri di Fermat composti. L'idea
soggiacente & basata sul cosiddetto Piccolo Teorema di Fermat, e pud essere cosi presentata in
generale. Sia p un numero maggiore di 3. Allora, essendo p dispari, e 22=1 (mod 3), si ha che
27 +1 = 0 (mod 3). Posto allora 27 +1 = 3g, sara 39 =3 (mod p), da cui g =1 (mod p).
Essendo inoltre g dispari, ne consegue che g = 1 (mod 2p).

Dagli Elementi di Euclide

LIBRO IV, PROPOSIZIONE 16
Inscrivere in un cerchio dato un pentadecagono regolare.

Il lato del pentadecagono regolare inscritto in una circonferenza € la corda sottesa ad un arco pari
alla quindicesima parte della circonferenza stessa. Questo arco si pud costruire sottraendo la terza
6-5

2 1
parte dal doppio della quinta parte (arco CD). Infatti g - 5 = ?


margh
Casella di testo
doppio


Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

L’incipit dell’annotazione sul suo diario:

Le pagine delle Disquisitiones Arithmeticae (1801) — traduzione in francese - dedicate alla
costruibilita dei poligoni regolari:

565. Nous avons ainsi réduit par les recherches pm:é.lmtea
]3_ division du cercle en n parties, si » cst un nombre premier,

i la solution d'autant d'équations qu'il ¥ a de facteurs dans le
numl.rre n—1, et dont le degré est déterminé par la grandeur
des facteurs. Ainsi, tontes les fois que n—1 est uoe puissance
de 3, ce qui arrive pour les valeurs de n

5, 5, 17, ady, GBSy, ete.,

la division du cercle est rédnite a des &quations do second

degré sculement, et les fonections trigonoméiriques des angles
i

=y —» elc. peuvent élre exprimées par des racines quarrées plus

on moins compliquées, suivant la grandeur de »; donc, dans ces
différens cas, la division du cercle en 7= partiez, ou la deserip-
tion du polygone régolier de n» cOtds, peut s'exéculer par des
caonstructions gfométriques. Par exemple , pour 7= 17, on tire
facilement des n™ 354, 36

cos o Sy AV T VBV — V{0743V 17) =V BimaVi)
—tb’“{ﬂ-i+ﬂ'l.-"1ﬂ:1: 3
les cosinns des muoltiples de cet angle ont upe forme semblable ,
les sinns ont un radical de plus. Il ¥y & certainement bien lien
de #étonner que la divisibilité du cercle en 5 et 5 parties ayant
&té connue dés le temps d"Euclide, on n'ait rien ajouté & ces
découvertes dans un intervalle de denx mille ans, et gue tous les
géométres, aient annoncé comme cerfain, qu'excepté ces divisions

et celles qui t'en dédnisent {les divisions en 35,15, 5.97, 5.4,

15.3" p:.t-tmﬁ}* on ne pouvail en elfectuer aucune par des
-:uu.-a.tru-nlmm guumu:m}nms. : ;

i |



484 RECHERCHES

Au reste on pronve facilement que si un nombre premier m
est ==2"4-1, le nombre m lul-méme ve peut avoir d’auntres di-

viseurs que 2, et qu'il est parconséquent de la forme 2 . En effet
si m était divisible par wn vombre impair ¢ plus grand que
Punité, et qu'on efit ainsi mi={n, 2"=1 serait divisible par

3 -1, et partant r;-:bmpnsui. Toutes les valeurs de » qui pe con-
duizent qu'd des dquations du second degré , sont done contenunes

gons la forme 1=*+|, ainsi les cing nombres 3, 5, 17, 257,
65559 s'en déduisent en faisant r=—o, 1, 2, 5, 4 ou m=—1, 3,
& 8, 165, Mais la réciproque n'est pas vrais, et la division du
cerale n'a lien gloméiriquement que pour les nombres premiers
compeis dans cette formule. A la vérité Fermat, trompé par
Pinduction , avait afhrmé que tons les nombrezs compris
sous celtte forme étaient nécessairement premiers; mais Euler a

remarqué le premier qu-l: celte rigle &tait en défant dés la :n;p-
position »=5 on m=32, qui donne

2% 41 = 4394967297,
nombre divigible par 641.

Toutes les fois que n—1 renferme des facteurs diffévens de a,
on est toujours conduit & des équations plos élevées, par exemple,
4 une on plosicurs équations duo- troisiéme degré ; si 5 est une
on plusieurs fois facteur; & des équations do cingnitme degreé,
quand n— 1 est divisible par 5, elc., et HOUS POUTONS DEMON-
TRER EN TOUTE RIGUEUR QUE CES EQUATIONS NE SAURAIENT
EN AUCUNE MANIERE ETRE EVITEES NI ABAISSEES, el quoique
les limites de cet Quvrage ne nons permettent pas de développer
ici la démonsiration de cette wéritd, noos avons cron deveir en
averlir, pour éviter que guelqu'un ne vonlit essayer de réduire
i des constructions géoméiriques d'avires divisions que  celles
données par notre théorie, et n'employdt inutilement son temips

A ectia recherche.

. b
566. 8i l'on veut diviger le cercle en @ parliﬁ, a élant. un
nombre premier et « == 1, il est ais¢ de voir que la construction
glométrique n'est possible gu'autant que a=2. En effet, si a>z,
oulre leséqualions nécessalres pour la division du :em]ama[lmr’ﬁld

il

Il coseno della 17-esima parte dell’angolo giro:

- = = =
| ha_= 13 I 7
17+ 3y 17—y 34 =217 =24/34+ 241




L’impresa di Johann Gustav Hermes (1846-1912)

fgl=533 % 1R
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