
Lezione 2 

 
Prerequisiti: Sottogruppi normali. Ideali. Gruppi ed anelli quoziente. Teorema fondamentale di 
omomorfismo per gruppi e per anelli.  
 
 

 

Teoremi di isomorfismo. 
 
Ricordiamo che, in base al Teorema di corrispondenza per i gruppi (vedi Algebra 2, Teorema 9.2), se G 
è un gruppo, ed H un sottogruppo normale, allora i sottogruppi (normali) del gruppo quoziente G/H 
sono tutti e soli i gruppi del tipo K/H, ove K è un sottogruppo (normale) di G contenente H.  
 
Nell’Esercizio 15.9 del Corso di Algebra 2, avevamo dimostrato le relazioni di isomorfismo di gruppi 

ed anelli 6 322 6 6≅ ≅Z/ Z ZZ/ Z
Z/ Z Z

 attraverso considerazioni dirette. In realtà è possibile derivare 

ciò da un risultato generale. 
 
Nel seguito, salvo avviso contrario, supporremo che G sia un gruppo moltiplicativo. 
 
Lemma 2.1  Sia G un gruppo e siano H e K suoi sottogruppi normali tali che KH ⊂ . Allora 
l’applicazione  

KGHG //: →ϕ  
 

gKgH =)(ϕ  
 

è un epimorfismo di gruppi il cui nucleo è K/H. )(( Kπ= , essendo HGG /: →π l’epimorfismo 
canonico). 
 

Dimostrazione:  L’applicazione ϕ è ben definita. Infatti, se Ggg ∈',  sono tali che HggH '= , allora 
1 'g g H−

∈ . Ma allora 1 'g g K−
∈ , cioè KggK '= . La proprietà di omomorfismo e la suriettività sono 

ovvie.  Inoltre ).(Ker KgHKgKgKgH πϕ ∈⇔∈⇔=⇔∈  �  

 

Teorema 2.2  (Terzo teorema di isomorfismo per gruppi). Sia G un gruppo, e siano H e K suoi 
sottogruppi normali tali che KH ⊂ . Allora l’applicazione  
 

KG
HK

HG //
/:*

→ϕ  

 

gKHKgH =)/)((*
ϕ  

 
 
è un isomorfismo di gruppi. 
 
Dimostrazione:  Basta applicare il Teorema fondamentale di omomorfismo per gruppi (vedi Algebra 2, 
Teorema 3.8) all’omomorfismo ϕ del Lemma 2.1. 



 
Vale un analogo risultato per gli anelli: 
 
Esercizio 2.3* a) Sia A un anello, e siano I e J suoi ideali bilateri tali che .JI ⊂  Allora l’applicazione  
 

JA
IJ

IA //
/:*

→ϕ  

 

JaIJIa +=++ )/)((*
ϕ  

 
è un isomorfismo di anelli. 
 

b) Provare che l'anello 6
2 6

Z/ Z
Z/ Z

 è isomorfo a 2Z/ Z . 

c) Se A è un anello commutativo unitario, provare che l’anello quoziente 
)1/()1(

)1/(][
2

2

−+

−

xx

xxA  

è isomorfo all’anello quoziente )1/(][ +xxA , che, a sua volta, è isomorfo all’anello A. 
 
Teorema 2.4   (Secondo teorema di isomorfismo per gruppi) Sia G  un gruppo, sia H un suo 
sottogruppo normale, e sia K un suo sottogruppo. Allora KH ∩  è un sottogruppo normale di K  e 
l’applicazione 
 

)/(/: KHKHHK ∩→η  
 

)()( KHkhkH ∩=η  
 

è un isomorfismo di gruppi. 
 
Dimostrazione:  Osserviamo che, essendo  H un sottogruppo normale di G, HK è un sottogruppo di G, 
e quindi H è un sottogruppo normale di HK.  È facile verificare che KH ∩  è un sottogruppo normale 
di K. Sia )/(: KHKHKf ∩→  l’applicazione definita da )()( KHkhkf ∩= . Allora f è ben definita: 

se '' khhk = , allora KHkkhh ∩∈=
−− 11 '' , cioè )(')( KHkKHk ∩=∩ . Inoltre f è un 

omomorfismo di gruppi. Infatti, per un opportuno ''h H∈ si ha: 
 

)''()()(')(                                                                                                           

)(')'''()')''(()')'(())'')(((

khfhkfKHkKHk

KHkkkkhhfkkhhfkkhhfkhhkf

=∩∩

=∩====

 
Evidentemente f è surgettivo.  Il suo nucleo è formato da tutti gli elementi hk tali che ,h H k K∈ ∈  e 
 

KHk ∩∈ ,           (equivalentemente: Hk ∈ ) 
cioè  tali che  

Hhk ∈ . 
 
Quindi .Ker Hf =  La tesi segue allora dal Teorema fondamentale di omomorfismo per gruppi. 
 
Esercizio 2.5* Enunciare il corrispondente risultato per gli anelli. 



 
Esempio 2.6  Applichiamo il Teorema 2.4 al gruppo Z=G , ed ai suoi sottogruppi Z2=H , Z3=K . 
Deduciamo che  

)/(/)( KHKHKH ∩≅+ , 
 

ossia, essendo Z==+ 3,2KH , 

ZZZZ/ 6/32 ≅ , 
 

come avevamo già stabilito nell’Esercizio 15.9 del corso di Algebra 2.  
 
 

 


