Capitolo 1

Risoluzione di Sistemi lineari

1.1 Introduzione al Calcolo Numerico

Il Calcolo Numerico € una disciplina che fa parte di un ampio settore della
Matematica Applicata che prende il nome di Analisi Numerica. Si tratta
di una materia che e al confine tra la Matematica e I'Informatica poiche
cerca di risolvere i consueti problemi matematici utilizzando pero una via
algoritmica. In pratica i problemi vengono risolti indicando un processo che,
in un numero finito di passi, fornisca una soluzione numerica e soprattutto
che sia implementabile su un elaboratore. I problemi matematici che saranno
affrontati nelle pagine seguenti sono problemi di base: risoluzione di sistemi
lineari, approssimazione delle radici di funzioni non lineari, approssimazione
di funzioni e dati sperimentali, calcolo di integrali definiti. Tali algoritmi
di base molto spesso non sono altro se non un piccolo ingranaggio nella
risoluzione di problemi ben pitt complessi.

1.1.1 Elementi di Algebra Lineare

Sia R l'insieme dei numeri reali. Generalmente si indica con R™*" 'insieme
delle matrici ad elementi reali aventi m righe ed n colonne. Quindi una
matrice e una tabella a doppia entrata di numeri reali. Per esempio:

ai a12 e A1p

a921 a922 e A9y,
A=

Am1 Am2 ... Omn
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con a;; € R ed m,n € N. I numeri interi m ed n si dicono dimension: della
matrice, ovvero A si dice matrice di dimensioni m X n o di ordine m X n.
Se m = n allora la matrice A si dice quadrata di dimensione n o di ordine
n altrimenti si dice rettangolare. Se i e j sono numeri interi con 1 <7 < m
e 1 < j < n allora I'elemento della matrice A di dimensione m x n che si
trova in posizione (7, ) viene indicato con a;;. Gli elementi a;; di una ma-
trice quadrata A di ordine n tali che ¢ = j sono detti elementi principali o
diagonali e formano la cosiddetta diagonale principale di A.

Assegnata una matrice A € R™*" si definisce matrice trasposta di A la
matrice B = AT € R™™ tale che

bij:aji, izl,...,n,jzl,...,m.

Se accade che A = AT allora la matrice ¢ detta simmetrica. Gli elementi
di una matrice che si trovano al di sopra della diagonale principale sono
detti sopradiagonali, mentre quelli che si trovano al di sotto della stessa
diagonale principale sono detti sottodiagonali. Se una matrice ha tutti gli
elementi sopradiagonali e sottodiagonali uguali a zero viene detta matrice
diagonale. Se invece ha solo gli elementi sopradiagonali nulli allora viene
detta triangolare inferiore. Se ha gli elementi sottodiagonali nulli allora e
detta triangolare superiore.

Assegnate due matrici A, B € si definisce somma di A e B, e si denota
con C'= A+ B, la matrice C' € R™*" i cui elementi sono:

Rmxn

Cij:aij—i—bij izl,...,m,jzl,...,n.

In modo analogo si definisce la differenza tra matrici, infatti D = A— B e la
matrice avente elementi:

dij:aij—bij izl,...,m,jzl,...,n.
Sea € Red A € R™™ allora la matrice C' = aA ¢ definita da:
Cij :aaij.

Se A € R™*P e B € RP*" si definisce prodotto di A per B la matrice C' € R™*"
i cui elementi sono

p
Cij = E Cl,ikbkj izl,...,m,jzl,...,n.
k=1

Si noti che affinche tale prodotto abbia senso € necessario che il numero delle
colonne di A coincida con il numero delle righe di B. Quando cio accade
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le matrici si dicono conformabili, altrimenti si dicono non conformabili. Ad
esempio nel nostro caso se m # n allora il prodotto BA non ha senso. Ha
sempre significato considerare i prodotti AB e BA se A e B sono matrici
quadrate dello stesso ordine (m = n).

E facile verificare che il prodotto tra matrici gode della proprieta associativa
ma in generale non di quella commutativa. Vale invece la seguente proprieta:

(AB)T = BT AT,

Esempio 1.1.1.1 Siano A e B le sequenti matrici:

Calcoliamo la matrice C = AB. L’elemento c;; ¢ uguale alla somma det
prodotti degli elementi della i—esima riga di A per la j—esima colonna di B.

¢y =3-241-040-2=6
¢y =3-(=1)4+1-140-1=-2

e =—1:24+2-04+1-2=0
C3 =—1-(=1)42-1+1-1=4

ez =3-14+1-1+1-1=5
cs3 =3-(=1)+1-141-1=—1.

In definitiva

da cui risulta evidente che AB # BA.



CAPITOLO 1. RISOLUZIONE DI SISTEMI LINEARI 4

Siano A, B € R™*" le seguenti matrici
A Ap
A=
< Ag1 A

Bi1 Bi
B =
(le Bas
dove AllaBll € Rpo, Alg,Blg € Rpx(n—p)’ Agl,Bgl € R(—P)xp e infine
Aoy, Byy € RPX("=P) con p < n, rappresentano a loro volta matrici e

non semplici elementi. Si dice cioe che A e B sono state suddivise a blocchi.
Il prodotto AB puo essere calcolato utilizzando tale decomposizione delle

matrici:
AB — A1 By + A12Bor A1 Big + Ai1aBo
Ag1Biy + Ay Boy A1 Big + AaBoy )

Si definisce matrice identita di ordine m la matrice quadrata diagonale [
avente tutti gli elementi principali uguali a 1:

1 0 0 ... 0
0 1 0 0
I =
0
0 0 1

La matrice identita e I’elemento neutro per il prodotto, cioe se A € R™™"™ si
ha
Al =TA=A.

Definizione 1.1.1.1 Una matrice che st ottiene da I scambiando alcune
righe (o colonne) viene detta matrice di permutazione.

Esempio 1.1.1.2 Sia P la sequente matrice di permutazione:

0 01

P=|0120

1 00

che ¢ stata ottenuta da I3 scambiando la prima riga con la terza. Conside-
riamo la sequente matrice A

BN

|
~ b~ =
co Ot N
O O W
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e calcoliamo il prodotto PA:

0 01 123 78 9
PA=| 010 4 56 |=1456
1 00 789 1 2 3

La moltiplicazione a sinistra di una matrice di permutazione per A ha l’effetto
di scambiare le righe di A esattamente nello stesso modo con cui erano state
scambiate le righe dell’identita per ottenere P. Calcoliamo ora il prodotto

1 23 0 1 3 21
AP=1 4 5 6 0 0O l=16 54
78 9 100 9 8 7

Invece la moltiplicazione a destra di una matrice di permutazione per A ha
Ueffetto di scambiare le colonne di A.

Data una matrice A € R™ ", una matrice B € R"* 0 < h <m, 0 < k <n,
e detta sottomatrice di A se € ottenuta da A eliminando m — h righe ed n — k
colonne. Data una matrice A € R™*" una sottomatrice quadrata B di ordine
kE <ndi A e detta principale se gli elementi principali di B sono anche gli
elementi principali di A. Una sottomatrice B principale di ordine k£ di A e
detta principale di testa se ¢ formata dagli elementi a;;, ¢,7 =1,..., k.

Definizione 1.1.1.2 Se A € R™™" ¢ una matrice di ordine 1, si definisce
determinante di A il numero

det A = ai.

Se la matrice A é quadrata di ordine n allora fissata una qualsiasi riga (colon-
na) di A, diciamo la i-esima (j-esima) allora applicando la cosiddetta regola
di Laplace il determinante di A é:

det A = Z Cl,ij(—l)i+j det Aij
j=1

dove A;; € la matrice che si ottiene da A cancellando la i-esima riga e la
j-esima colonna.

Il determinante e pure uguale a

det A = Z aij(—1)i+ﬂ' det A;;,
i=1
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cioe il determinante ¢ indipendente dall’indice di riga (o di colonna) fissato.
Se A e la matrice di ordine 2

@11 Aa12
A= )
Q21 A22

det A = 1129 — A21Q12.

allora

Il determinante ha le seguenti proprieta:

1. Se A € una matrice triangolare o diagonale allora

det A = ﬁ (e77
=1

2. det I =1;
3. det AT = det A;
4. det AB = det Adet B (Regola di Binet);

5. se @ € R allora det @A = o™ det A.

6. det A = 0 se una riga (o una colonna) ¢ combinazione lineare di due (o
piu) righe (o colonne) di A.

7. Se A e una matrice triangolare a blocchi
B C
+=(65)

con B e D matrici quadrate, allora

det A = det Bdet D. (1.1)

Una matrice A di ordine n si dice non singolare se il suo determinante e
diverso da zero, in caso contrario viene detta singolare. Si definisce inversa
di A la matrice A~ tale che:

AAT =ATTA=1T

Per quello che riguarda il determinante della matrice inversa vale la seguente
proprieta:

1
-1 __
det A = A
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Vettori

Se A € R™*! (0 A € R'™), la matrice si riduce ad una sola colonna (o una
sola riga) e viene detta vettore colonna (o riga) ad m elementi o componenti.
Solitamente il termine vettore viene associato a vettori colonna e I'insieme dei
vettori ad m componenti viene indicato con R™. Per le operazioni tra vettori
valgono le stesse regole viste per le matrici, cioe la somma e la differenza sono
possibili tra vettori dello stesso tipo e con lo stesso numero di componenti.
Se x & un vettore colonna di m elementi allora x? & un vettore riga sempre
di m elementi. Se A € R"™*™ e x € R" ¢ possibile definire il prodotto matrice
per vettore nel seguente modo:

n
y = Ax, yi:E a;jr;, t=1,...,m
Jj=1

quindi y € R™. Non & possibile effettuare il prodotto Ax” perche le dimen-
sioni non sono compatibili.

Esempio 1.1.1.3 Sia

5 1 0
A= -1 1 2
5 -5 1
e sia X 1l vettore
1
X = 2
3

Calcoliamo il vettore prodotto y = Ax:

y =5-1+1-240-3=7
gy =—1-141-2+2.3=7
ys =5-1—5-241-3=—2,

Tra vettori sono consentite le seguenti operazioni:
1. prodotto interno;
2. prodotto esterno.

Il prodotto interno (o scalare), che viene spesso indicato come (-, ), & definito
nel seguente modo: siano xy € R", allora

(y) =xTy =3 i =a
i=1
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e il risultato ¢ un numero reale. Il prodotto scalare soddisfa le seguenti
proprieta:

—_

xTx > 0 per ogni x € R" e (x,x) = 0 se e solo se x = 0;

2. x'y = yTx per ogni X,y € R";

3. (ax)Ty = a(x’y) per ogni o € R e per ogni X,y € R";
4. (x+y)l'z =xTz+ y'z per ogni x,y,z € R™.

5. se xIy = 0 allora i due vettori si dicono ortogonali.

Se x € R" ey € R™ allora il prodotto esterno viene definito nel seguente
modo:
A=xyT
e il risultato ¢ una matrice di dimensione n X m i cui elementi sono:
Q5 = X3Yj, izl,...,n,jzl,...,m.
Esempio 1.1.1.4 Siano x ey i sequenti vettori:
1

Calcoliamo prima il prodotto interno:
xly=1-(-1)+2-(-2)+3-4=T.
Osserviamo che tale operazione gode della proprieta commutativa, poicheé
yix=17.
Per quello che riguarda il prodotto esterno, il risultato € la matrice

-1 -2 4
A=xyl' = -2 -4 38
-3 —6 12
Tale prodotto non gode della proprieta commutativa, infatti:
-1 -2 -3
B=yx'=| -2 -4 —6
4 8 12

Infatti B # A, anche se va osservato che B = AT .
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Norme Vettoriali

La funzione || - || : R — R si dice norma se per ogni vettore x € R" ||x||
soddisfa:

L. |Ix|| > 0 e ||x]| = 0 se e solo se x = 0;
2. |lax]|| = |a||x]|| per ogni a € C;
3. Ix+ ¥yl < ||| + ||y]| per ogni x,y € C" (disuguaglianza triangolare).

Tra le norme piu utilizzate citiamo

n
x|k = Z |z norma 1
j=1
n
x|l = Z |2, norma 2 o norma euclidea
j=1
|%]|cc = max |z}] norma infinito.

1<j<n

Norme su Matrici

Definizione 1.1.1.3 Una funzione ||-|| : R™*"™ — R tale che per ogni matrice
A e R || A|| soddisfa:

1. ||A] >0 e ||A]| = 0 se e solo se A =0;

2. ||aAl| = |a|||A|| per ogni o € C;

3. ||[A+ BJ| < ||A|l + || B|| per ogni A, B € C™*";

4. | A- Bl < | Al - | B]| per ogni A, B € C"";
st dice norma di matrice.

Definizione 1.1.1.4 5@ dice che una norma di matrice ¢ compatibile con
una norma di vettore se per ogni matrice A e per ogni vettore X risulta

[[Ax]| < [[A[f|]-
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Un modo per definire le norme di matrici compatibili con norme di vettori e
il seguente. Sia x un vettore diverso dal vettore nullo, allora considerata la
norma del vettore Ax, ||Ax||, definiamo come norma di A:

Ax
1A] = sup 13X

(1.2)
x40 ||X]|

|Al| & detta norma naturale di A oppure norma di A indotta dalla norma di
vettore ||x]|.
La (1.2) puo anche scriversi:

|A]l = sup [[Ay]

lyll=1

anzi e possibile dimostrare che

[A]l = max [|Ay]|.

lyl=1

Le norme matriciali indotte dalle norme vettoriali definite in precedenza sono

1<j<n 4 1<i<n 4

n n
IAlly = max Y fay] 1Al = max » fa]
=1 7=1

[A]l2 = /p(ATA),

dove p(ATA) & I'autovalore di modulo massimo della matrice ATA, di cui
ricordiamo la definizione.

Definizione 1.1.1.5 Se A € R™ " qllora il numero X\ si dice autovalore di
A se esiste un vettore x tale che:

Ax = x. (1.3)

In generale anche se A & una matrice reale A (e anche x) puo essere complesso.
Inoltre se A € un autovalore di A, ogni vettore non nullo x che soddisfa la
relazione (1.3) si dice autovettore associato a A.

1.2 Metodi diretti per sistemi lineari

Assegnata una matrice quadrata A di ordine n, ed un vettore colonna di n
elementi, b, risolvere il sistema avente A come matrice dei coefficienti e b
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come vettore dei termini noti significa trovare un vettore x di n componenti
reali tale che Ax = b, cioe in dettaglio:

a11T1+  apeXet+ o+ AT, = b
CL21Z.171+ AgaTo+ -+ QopnTp = bo (1.4)
am'x1+ oot -+ AppTp = by

Le n componenti x1, 2, . . ., x,, del vettore x sono dette incognite. Nel seguito

assumeremo che il determinante di A sia diverso da 0. Un metodo univer-
salmente noto per risolvere il problema (1.4) & 'applicazione della cosiddetta
Regola di Cramer la quale fornisce:

" det A

i1=1,...,n, (1.5)

dove A; € la matrice ottenuta da A sostituendo la sua i-esima colonna con
il termine noto b. Dalla (1.5) ¢ evidente che per ottenere una componente
della soluzione e necessario il calcolo di n+1 determinanti di ordine n. Si puo
facilmente dedurre che il numero di operazioni necessarie per il calcolo del
determinate di una matrice di ordine n € circa n!, quindi questa strada non
permette di poter determinare velocemente la soluzione del nostro sistema.

1.2.1 Sistemi triangolari

Prima di affrontare la soluzione algoritmica di un sistema lineare vediamo
qualche particolare sistema che puo essere agevolmente risolto. Assumiamo
che il sistema da risolvere abbia la seguente forma:

a11r1 +a12r2 ... +auT; ... F01nT, = bl
A29T9 . Fagx; ... “Hagpx, = bg
' (1.6)
Qi L5 e tTaipr, = bl
ApnTp = bn

con a; # 0 per ogni ¢. In questo caso la matrice A e detta triangolare
superiore. E evidente che in questo caso, la soluzione ¢ immediatamente
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calcolabile. Infatti:

( bn
T, = —
a'nn
n (1.7)
b,’ — E aija?j
j=i+1 .
T, = 1=n—1,..., 1.
\ Qi

Il metodo (1.7) prende il nome di metodo di sostituzione all’indietro, poiche
il vettore x viene calcolato partendo dall’ultima componente. Anche per il
seguente sistema il vettore soluzione ¢ calcolabile in modo analogo.

1177 =b
2171  +a22T9 = by
’ ’ (1.8)
;171 —|—CLZ'21’2 e —i—aiixi = bl
Q11 +apaTo ... FapiX; ... +appTn = b,

In questo caso la matrice dei coefficienti e triangolare inferiore e la soluzione
viene calcolata con il metodo di sostituzione in avanti:

( bl
ry = —
a1
i—1
bi— E Cl,ijllfj
j=1 .
 =—2 =2 ... n-1
\ 27

1.2.2 Metodo di Eliminazione di Gauss

L’idea di base del metodo di Gauss e appunto quella di operare delle op-
portune trasformazioni sul sistema originale Ax = b, che non costino ec-
cessivamente, in modo da ottenere un sistema equivalente, cioe un sistema
che ammetta la stessa soluzione di quello di partenza, ma che sia facile da
risolvere, per esempio uno avente come matrice dei coefficienti una matrice
triangolare superiore. Prima di descrivere il metodo vediamo un esempio.
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Supponiamo che il sistema da risolvere sia:

2113'1 +2 +x3 = -1
6!13'1 —I—QZL'Q +r3 = 1
45(71 —21’2 +x3 = 2

La soluzione di un sistema lineare non cambia se un’equazione viene sostitui-
ta dalla combinazione lineare di due (o piu) equazioni dello stesso sistema.
L’idea alla base del metodo di Gauss e quella di ottenere un sistema linea-
re con matrice dei coefficienti triangolare superiore effettuando opportune
combinazioni lineari tra le equazioni. Poniamo

2 1 1
AV=11¢6 2 1|, b =1 1
4 -2 1 2

rispettivamente la matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti del

sistema di partenza. Cerchiamo ora di determinare un sistema lineare equiv-

alente a quello iniziale ma che abbia gli elementi sottodiagonali della prima

colonna uguali a zero. Lasciamo inalterata la prima equazione. Poniamo
21 6

l :—:—:3
21 an 5

e moltiplichiamo la prima equazione per l5; ottenendo:
65(71 + 35(72 + 35(73 =-3

La nuova seconda equazione sara la differenza tra la seconda equazione e la
prima moltiplicata per lo;:

6x; +229 43 =1
—6!13'1 —3!13'2 —31’3 =3

—x9 —2rx3 =4 [Nuova seconda equazione].
Poniamo
L
a'gl) 2

e moltiplichiamo la prima equazione per [3; ottenendo:

4!13'1 + 2113'2 + 2113'3 = -2
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La nuova terza equazione sara la differenza tra la terza equazione e la prima
moltiplicata per [3;:

41’1 —2!13'2 +x3 =2
—4.]71 —2.]72 —2.]73 =2
—4xy —x3 =4 |[Nuova terza equazione].

Al secondo passo il sistema lineare e diventato:

25(71 +Zo +3 =-1
—xry —2x3 =4
—4dxy —x3 =4

La matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti sono diventati:

2 1 1 ~1
A =10 -1 -2 |, b= 4
0 —4 —1 4

Cerchiamo ora di azzerare gli elementi sottodiagonali della seconda colonna.
Lasciamo inalterata le prime due equazioni del sistema. Poniamo

2
l _ﬁ___él_gl
32 — (2)__1_
Qo9

e moltiplichiamo la seconda equazione per l3, ottenendo:
—4!13'2 — 8!13'3 =16

La nuova terza equazione sara la differenza tra la terza equazione e la seconda
appena modificata

—dxy —x3 =4
4ry  +8x3 = —16
Trs = —12 |[Nuova terza equazione].

Abbiamo ottenuto un sistema triangolare superiore:

21’1 +To +xs3 =-1
—x9 —2x3 =4
71’3 = —12.



CAPITOLO 1. RISOLUZIONE DI SISTEMI LINEARI 15

La matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti sono diventati:

2 1 1 ~1
A = 0 -1 =2 |, b = 4
0 0 7 —12

Vediamo ora di calcolare le formule che consentano di calcolare gli elementi
della matrice dei coefficienti e del vettore dei termini noti ad ogni passo del
metodo di Gauss. Abbiamo detto che A® e b() sono assegnati inizialmente,
ipotizziamo per il momento che aﬁ’ # 0. Calcoliamo ora gli stessi dati al
passo 2 tenendo presente che:

1. La prima equazione del sistema resta invariata;

2. Gli elementi sottodiagonali della prima colonna di A® sono nulli;

3. La i—esima riga del sistema (i > 2) ¢ ottenuta sottraendo dalla medes-
ima riga la prima moltiplicata per aﬁ) / aﬁ’.

(@)

Fissiamo quindi una riga i, ¢ > 2, e calcoliamo gli elementi a;;

al(.i) ag) ag) o agjl-) o a;ll) bgl) —
azq) (1) (1) (1) ) ) )
mX Gr Gz Gy .. G ag, by =
aqq
0 ag) ag) ag-) o agi) 652)
dove
(2) 1) a(i 1) .
CLZ] == CLw - (1) 1] 9 Z,j = 27...’77/
aqq
e

aiy

1
ag1)

B =) — 2y =9 p

Se ipotizziamo che ag) # 0 possiamo calcolare gli elementi del sistema al
passo 3 tenendo presente che:
1. La prime 2 equazioni del sistema restano invariate;

2. Gli elementi sottodiagonali della prime 2 colonna di A® sono nulli;



CAPITOLO 1. RISOLUZIONE DI SISTEMI LINEARI 16

3. La i—esima riga del sistema (i > 3) e ottenuta sottraendo dalla medes-
ima riga la seconda moltiplicata per ag) / a%).

3)

Fissiamo quindi una riga 7, 1 > 3, e calcoliamo gli elementi a;;":

0 ag) ag) . ag) o agi) bl(?)
ag) (2) (2) 2 () 2)
@ < 0 agy ayy ... ay, oo Qg by =
g2
o 0 a¥ a oG
dove
(3) _ (2 ag) 2) _3
@5 i T Ty %2 L] =9...,M
Ao
e
3 2 a@) 2
b = 22 =3 . n.
g ¢ (2)
Qoo

Avendo ricavato esplicitamente le formule per i primi due passi del metodo
di Gauss ¢ semplice ricavare quelle per un generico passo k. La matrice A®*)
ha gli elementi sottodiagonali delle prime & — 1 colonne uguali a zero, e,
supposto a,(!? £ 0, gli elementi di A®+D e di b*+1 sono quindi:

(k)
k+1 k a; k .
k) — B (;;)a,gj), ij=k+1,....n (1.9)
Qg
¢ (k)
B = b = Tk, (1.10)
Ak

Il valore di k varia da 1 (matrice dei coefficienti e vettori dei termini noti
iniziali) fino a n — 1, infatti la matrice A™ avra gli elementi sottodiagonali
delle prime n — 1 colonne uguali a zero.

Tutto il discorso fatto finora va bene se gli elementi a,(jg) sono diversi da zero
per ogni k, prima di affrontare come modificare il metodo di Gauss qualo-
ra tale situazione non si verifichi consideriamo una formulazione alternativa
dello stesso metodo. Nel descrivere il metodo di Gauss si e fatta 'implicita
ipotesi (vedere formule (1.9) e (1.10)) che i cosiddetti elementi pivotali a,(jc)
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siano non nulli per £ = 1,2,...,n — 1. Tale ipotesi non ¢ tuttavia molto lim-
itante in quanto la non singolarita di A garantisce che nella k-esima colonna
ci sia sicuramente un elemento al di sotto della diagonale diverso da zero
e quindi & possibile, con un opportuno scambio di righe in A® trovare un
elemento pivotale non nullo. Infatti scambiare due righe in A%®) significa
sostanzialmente scambiare due equazioni nel sistema A®x = b®*) e ¢id non
altera la natura del sistema stesso. Vediamo di provare questa proprieta.
Supponiamo che la matrice A sia non singolare, consideriamo la matrice A%
e supponiamo a,(jc) = 0. Se tutti gli elementi az(.,]z) peri=k+1,...,n, fossero
nulli allora la matrice A%®) avrebbe la seguente struttura:

(1) (1) (1) (1) (1)

ayy oo Qg Ay A1 -0 Qip
(k=1) (h=1)  (k—1) (k—1)
Ak — A1 k—1 1k Q_1k+1 - Qk_1n
0 a® 0
kok+1 kn
(k) (k)
0 Uphy1 -+ Onn

Partizioniamo A®*) nel seguente modo

k k
0 A

con Aﬁ) matrice di ordine £ — 1. Poiche
det A®) = det Aﬁ) det Ag’;)

si ha det A®) = 0 (infatti la matrice Ag’;) ¢ singolare), ma questo contrasta
con la proprieta vista in precedenza:

det A®) = det A £ 0

quindi possiamo concludere che se a,i";) = 0 e det A # 0 deve necessariamente

esistere un elemento ag,lj) # 0, coni € {k+1,k+2,...,n}. Lesistenza
di questo elemento diverso da zero garantisce che il metodo di Gauss possa
essere applicato anche se a,(j;) = 0. Infatti in una simile eventualita si puo
applicare la cosiddetta strategia di Pivoting parziale:

1. si determina ’elemento affz tale che

(b)) _ (k).
|z | = pmax Jag’;

2. si effettua lo scambio tra la r-esima e la k-esima equazione.



Capitolo 2

Interpolazione di Funzioni

2.1 Introduzione

Nel campo del Calcolo Numerico si possono incontrare diversi casi nei quali
¢ richiesta I’approssimazione di una funzione (o di una grandezza incognita):
1) non e nota l'espressione analitica della funzione f(x) ma si conosce il valore
che assume in un insieme finito di punti z1, zo, ..., x,. Si potrebbe pensare
anche che tali valori siano delle misure di una grandezza fisica incognita val-
utate in differenti istanti di tempo.

2) Si conosce 'espressione analitica della funzione f(x) ma € cosi complicata
dal punto di vista computazionale che ¢ piti conveniente cercare un’espres-
sione semplice partendo dal valore che essa assume in un insieme finito di
punti.

In questo capitolo analizzeremo un particolare tipo di approssimazione di
funzioni cioe la cosiddetta interpolazione che richiede che la funzione ap-
prossimante assume in determinate ascisse esattamente lo stesso valore di
f(@).

In entrambi i casi appena citati e noto, date certe informazioni supplementari,
che la funzione approssimante va ricercata della forma:

f(x> 2g(aj;a(bal?"'7an>- (21)
Se i parametri ag, aq, ..., a, sono definiti dalla condizione di coincidenza di
f e g nei punti xg,z1,...,x,, allora tale procedimento di approssimazione

si chiama appunto Interpolazione. Invece se x ¢ [min; x;, max; z;| allora si
parla di Estrapolazione.
Tra i procedimenti di interpolazione il piu usato e quello in cui si cerca la

18



CAPITOLO 2. INTERPOLAZIONE DI FUNZIONI 19

funzione ¢ in (2.1) nella forma

g(xv ag, A1,y ..., an) = Zazq)z(x)
=0

dove ®;(x), per i = 0,...,n, sono funzioni fissate e i valori di a;, i = 0, ..., n,
sono determinati in base alle condizioni di coincidenza di f con la funzione
approssimante nei punti di interpolazione (detti anche nodi), z;, cioe si pone

f(!lﬁ'j) = ZGZ(I)Z(ZEJ) ] :O,,n
1=0

Vedremo nel successivo paragrafo di dare una risposta al nostro problema nel
caso in cui si cerchino le funzioni ®;(z) di tipo polinomiale.
2.2 1l Polinomio Interpolante di Lagrange

Al fine di dare una forma esplicita al polinomio interpolante, scriviamo il
candidato polinomio nella seguente forma:

Lo(z) = Y Lux(2) f (21) (2.2)

dove gli [,,x(z) sono per il momento generici polinomi di grado n. Imponendo
le condizioni di interpolazione

deve essere, per ogni 7:
Ln(x:) = Z Lok (i) f (k) = f (@)
k=0

ed ¢ evidente che se

0 se k #1
1 se k=1
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allora esse sono soddisfatte. In particolare la prima condizione di (2.3) indica
che l,x(x) si annulla negli n nodi xg, x1, ..., Tk 1, Tki1, - - ., Ty € quindi deve
avere la seguente struttura:

(@) = [] (z =)
i=0,ik
mentre impondendo la seconda condizione di (2.3)

n

i=0,ik

si trova immediatamente:
1

C — oy

IT (o=

i=0,ik
In definitiva il polinomio interpolante ha la seguente forma:

Lu(x) = Z( I1 I‘_) fe): (2.4)

k=0 \i=0,i#k

I1 polinomio (2.4) prende il nome di Polinomio di Lagrange mentre i polinomi:

@)= [ —2  k=01,....n

)
T — T
i=0,ik ~k ¢

si chiamano Polinom: Fondamentali di Lagrange.

2.2.1 1l Resto del Polinomio di Lagrange

Assumiamo che la funzione interpolata f(z) sia di classe C"*'([a,b]) e va-
lutiamo 'errore che si commette nel sostituire f(z) con L,(x) in un punto
x # x;. Supponiamo che 'intervallo [a, b] sia tale da contenere sia i nodi z;
che 'ulteriore punto x. Sia dunque

e(r) = f(x) — Ln(x)
'errore (o resto) commesso nell’interpolazione della funzione f(x). Poiche

e(x;) = f(x;) = Ly(x;) =0 i=0,...,n
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e facile congetturare per e(x) la seguente espressione:

e(r) = c(r)wn (2)

dove
n

wnt(z) = H(l“ )

=0
e il cosiddetto polinomio nodale mentre c¢(x) € una funzione da determinare.
Definiamo ora la funzione

O(t; ) = f(t) = Ln(t) = c(x)wnia(t)

dove t & una variabile ed x & un valore fissato. Calcoliamo la funzione ®(t; )
nei nodi x;:

(xy;2) = f(2:) — Lo(:) — e(@)wppa(2:) = 0
e anche nel punto x:

O(z;2) = f(x) = Ln(2) = c(2)wnia(2) = e(z) — c()wnia(z) = 0

pertanto la funzione ®(¢; z) (che & derivabile con continuita n+1 volte poiche
f(z) & di classe C"*!) ammette almeno n + 2 zeri distinti. Applicando il
teorema di Rolle segue che ®'(; x) ammette almeno n+ 1 zeri distinti. Riap-
plicando lo stesso teorema segue che ®”(¢; x) ammette almeno n zeri distinti.
Cosi proseguendo segue che

3¢, € Ja,b] 3" V(g x) = 0.

Calcoliamo ora la derivata di ordine n+1 della funzione ®(¢; x), osservando in-
nanzitutto che la derivata di tale ordine del polinomio L, (z) ¢ identicamente
nulla. Pertanto

n+1
@(’ﬂ-ﬁ-l) (t’ x) = f(n+1) (t) — C(l’)%wn+l(t)

Calcoliamo la derivata di ordine n + 1 del polinomio nodale. Osserviamo
innanzitutto che

n

ana(t) = [[(6 =) = "4 + paft)
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dove p,(t) € un polinomio di grado al pitt n. Quindi

dn+1 dn+1 il
et 1 wnt1(t) = it

Poiche p
Etn-l-l — (n + ].)tn
e
d2 n+1 n—1
¢ facile dedurre che
dn-l—l . dn-l—l
Tt = e () = (n+ 1)L
Pertanto
Ot (¢ x) = FOI(t) — c(x)(n + 1)
e quindi
UV x) = fOI(E) — e(x)(n+ 1) =0
cioe f( +1)( )
_
@) =
e in definitiva f( +1)( )
n 5{[

Esempio 2.2.1.1 Supponiamo di voler calcolare il polinomio interpolante di
Lagrange passante per i punti (—1,—1), (0,1), (1,—1), (3,2) e (5,6). Il grado
di tale polinomio e 4, quindi definiamo i nodi

1'0:—1, T :0, 1’2:1, ZL’3:3, ZL’4:5,
4:

cui corrispondono le ordinate che indichiamo con y;, 1 =0, ...,

yo=-1 wyi=11y=-1 y3=2, ys=06.

Scriviamo ora 'espressione del polinomio Ly(x):

Ly(x) = lao(x)yo + la1(2)yr + lao(2)ye + las(x)ys + loa(x)ys (2.6)
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e calcoliamo 1 5 polinomi fondamentali di Lagrange:

(z = 0)(z — 1)(x = 3)(x - 5)

lao(x) = (—1-0)(—1—1)(-1-3)(-1—5)
1
=15 z(z —1)(z — 3)(x —5)
(o) = @@= D=3 =5)
4,1 ( )( 1)(0—=3)(0—5)
1
=@+ )@ -1 =3)-5)
@) — (z+1)(z—0)(z—3)(x—5) _
42 (T+1)(T—0)(1—3)(1-5)
1
= 2@ +1)(w = 3)(z - 5)
oy = EEDE= 0= De=5) _
3 B+1DE-0)B-1(B-5)
1
= — gt + Dz =1z - 5)
ha(e) = (z+1)(x—0)(z—1)(z—3) _
44 G+1)(B-0)(6-1)(5-3)
1
= 5@+ Dz =1 —3)

Sostituendo in (2.6) il valore della funzione nei nodi si ottiene l’espressione
finale del polinomio interpolante:

L4(.§L’) = —l4,o(l’> + l471(I) — l4,2(I) + 2[4’3(25) -+ 61474(5(7).

Se vogliamo calcolare il valore approssimato della funzione f(x) in un’ascissa
diversa dai nodi, per esempio x = 2 allora dobbiamo calcolare il valore del
polinomio interpolante Ly(2).

Nelle figure 2.1-2.5 sono riportati i grafici dei cinque polinomi fondamentali
di Lagrange: gli asterischi evidenziano il valore assunto da tali polinomi nei
nodi di interpolazione. Nella figura 2.6 € tracciato il grafico del polinomio
interpolante di Lagrange, i cerchi evidenziano ancora una volta © punti di
interpolazione.
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Figura 2.1: Grafico del polinomio l4(z).

12

Figura 2.2: Grafico del polinomio l4;(z).
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Figura 2.3: Grafico del polinomio l45(z).

Figura 2.4: Grafico del polinomio l43(z).
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Figura 2.5: Grafico del polinomio ly4(z).

Figura 2.6: Grafico del polinomio interpolante di Lagrange L, (z).
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Il polinomio interpolante di Lagrange ha il pregio di fornire un’espressione
esplicita del polinomio stesso ma ha un grosso svantaggio. Infatti se, una
volta calcolato L, (z), supponiamo di venire a conoscenza di un ulteriore
valore (2,41, f(Z,41)) si devono ripetere tutti i calcoli. Questa motivazione
ci spinge a cercare una diversa rappresentazione del polinomio interpolante.
Vedremo che una soluzione a questo problema ci verra fornita dal polinomio
interpolante di Newton. Prima di affrontare tale argomento dimostriamo 1'u-
nicita del polinomio interpolante di grado n e successivamente definiamo le
cosiddette differenze divise.

Supponiamo per assurdo che esistano due diversi polinomi L,(x) e P,(z),
entrambi di grado n ed entrambi interpolanti la funzione f(x) nei nodi
Loy -y Ly,

L,(x;) = P,(z;) = f(x;) i=0,...,n.
Definiamo il polinomio differenza, che sara di grado al piu n:
D, (x) = L,(z) — P,(x)
e calcoliamo il suo valore nei nodi:
Dy (i) = Ln(2;) — Palwi) = f(xi) — f(x:) = 0.

I polinomio D, (z) ammette quindi n + 1 zeri ma questo contrasta con il
teorema fondamentale dell’algebra che stabilisce che un polinomio di grado
n ammette al pitt n zeri. Pertanto

D, (z) = 0.



Capitolo 3

Equazioni non Lineari

3.1 Introduzione

Le radici di un’equazione non lineare f(x) = 0 non possono, in generale,
essere espresse esplicitamente e anche se cio e possibile spesso ’espressione si
presenta in forma talmente complicata da essere praticamente inutilizzabile.
Di conseguenza per poter risolvere equazioni di questo tipo siamo obbligati
ad utilizzare metodi numerici che sono, in generale, di tipo iterativo, cioe
partendo da una (o piu) approssimazioni della radice, producono una succes-
sione xg, x1, T2, ..., convergente alla radice. Per alcuni di questi metodi per
ottenere la convergenza ¢ sufficiente conoscere un intervallo [a, b] che contiene
la soluzione, altri metodi richiedono invece la conoscenza di una buona ap-
prossimazione iniziale. Talvolta ¢ opportuno utilizzare in maniera combinata
due metodi, uno del primo tipo e uno del secondo.

Prima di analizzare alcuni metodi per ’approssimazione delle radici dell’e-
quazione f(z) = 0 diamo la definizione di molteplicita di una radice.

Definizione 3.1.1.1 Sia f € C"(|a,b]) per un intero r > 0. Una radice o di
f(z) si dice di molteplicita r se
f(z)

lim ——— =c¢ c#0,c# to0. (3.1)
T—a (z — a)’“

Una definizione alternativa di molteplicita e che se la funzione f(x) si an-
nulla in o insieme a tutte le derivate fino all’ordine » — 1 allora la radice ha
moltepliecita r.

28
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3.2 Metodo di Bisezione

Sia f : [a,b] — R, f € C([a,b]), e sia f(a)f(b) < 0. Sotto tali ipotesi esiste
sicuramente almeno un punto nell'intervallo [a, b] in cui f si annulla. L’idea
alla base del Metodo di Bisezione consiste nel costruire una successione di
intervalli {1} }72,, con Iy = [ag, bo| = [a, b], tali che:

L. Ipq1 C Iy;
2. a € I, Vk > 0;
3. 'ampiezza di I, tende a zero per k — +o00.

La successione degli [ viene costruita nel seguente modo. Innanzitutto si

pone
IO = [a'0>b0] = [aa b]

e si calcola il punto medio

ao—l—bo
Cc1 = 5 .

Se f(¢;) = 0 allora a = ¢1, altrimenti si pone:

ap=ay by=c1 se flag)f(cr) <0
[1 = [CLl, bl] =
ap=c¢ b= bo se f(ao)f(cl) > 0.

Ora, a partire da I; = [ay, ], si ripete la stessa procedura. In generale al

passo k si calcola

ay + by
Ck+1 = .

2
Se f(cgr1) = 0 allora a = ¢y, altrimenti si pone:

a1 = by = se flag)f(crgr) <O
Ty = [ak+17 bk+1] =
Q41 = Chy1 Dpp1 = bp  se f(ap)f(chtr) > 0.

La successione di intervalli I, cosi costruita soddisfa automaticamente le
condizioni 1) e 2). Per quanto riguarda la 3) abbiamo:

be — an — bp—1 — ap—1 . bo — ag

K — Qk 5 50
e dunque 'ampiezza di I} tende a zero quando k — 4o0o0. La continuita di
[ garantisce poi la convergenza delle successioni {ay}32, e {br}72, ad una
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radice di f(z).
Infatti, per costruzione, {by}72, ¢ una successione monotona decrescente, lim-
itata inferiormente e dunque convergente, mentre {ay}%2, ¢ una successione
monotona crescente, limitata superiormente e dunque convergente. Allora
da:

lim (bk — ak) =0

k—+o00
Jpe=a I k=t
segue
G=&=¢

Ancora poiche f(ag)f(br) <0 per ogni k, si ha

. . . 2
Jim /() = (Jim ) 7 (| lim 0] <0 e <0
e quest’ultima ha senso solo se f(£) = 0. Quindi in definitiva o = &.
Generalmente costruendo le successioni {a;} e {bx} accade che la condizione
f(ex) = 0, per un certo valore k, non si verifica mai a causa degli errori di
arrotondamento. Quindi e necessario stabilire un opportuno criterio di stop
che ci permetta di fermare la procedura quando riteniamo di aver raggiunto
una precisione soddisfacente. Per esempio si puo imporre:

bk — ag S 3 (32)

dove € ¢ una prefissata tolleranza. La (3.2) determina anche un limite per il
numero di iterate infatti:

by — by —
0 a0<5 = k>log2<0€a0).

2k =

Poiche by — a < by — ay, il criterio (3.2) garantisce che « & approssimata
da g1 con un errore assoluto minore di €. Se 0 & [a, b] si pud usare come

criterio di stop

bk — Qf
— < 3.3
i (] [52]) (3:3)

che garantisce che a € approssimata da ¢, con un errore relativo minore di
£. Un ulteriore criterio di stop e fornito dal test:

| flex)| <e. (3.4)

E comunque buona norma utilizzare due criteri di stop insieme, per esempio
(3.2) e (3.4) oppure (3.3) e (3.4).
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3.3 Metodi di Iterazione Funzionale

Il metodo di bisezione puo essere applicato ad una vastissima classe di fun-
zioni, in quanto per la sua costruzione ¢ richiesta solo la continuita della
funzione. Tuttavia ha lo svantaggio di risultare piuttosto lento, infatti ad
ogni passo si guadagna in precisione una cifra binaria. Poiche 107! ~ 2733
per passare da t a t + 1 cifre decimali significative sono mediamente nec-
essarie 3.3 iterate. Inoltre la velocita di convergenza e indipendente dalla
funzione f(z) poiche il metodo utilizza esclusivamente il segno assunto dalla
funzione in determinati punti e non il suo valore. Il metodo delle bisezioni
puo essere comunque utilizzato con profitto per determinare delle buone ap-
prossimazioni della radice o che possono essere utilizzate dai metodi iterativi
che ci apprestiamo a trattare.

Infatti richiedendo alla funzione f(x) supplementari condizioni di regolarita
e possibile individuare una vasta classe di metodi che forniscono le stesse ap-
prossimazioni del metodo di bisezione utilizzando perd un numero di iterate
molto minore. In generale questi metodi sono del tipo:

Tri1 = g(xg) k=0,1,2,... (3.5)

con x( assegnato valore iniziale e forniscono un’approssimazione della solu-
zione dell’equazione

r = g(x). (3.6)
Ogni punto « tale che o = g(«) si dice punto fisso o punto unito di g.
Per poter applicare uno schema del tipo (3.5) all’equazione f(z) = 0, bisogna
prima trasformare questa nella forma (3.6). Ad esempio se [a, b] ¢ I'intervallo
di definizione di f ed h(x) ¢ una qualunque funzione tale che h(x) # 0, per
ogni = € [a, b], si puo porre:

f(x)

g(r) =x — o) (3.7)

Ovviamente ogni punto fisso di g € uno zero di f e viceversa.

Teorema 3.3.1.1 Sia g € C([a,b]) e assumiamo che la successione {xy}
generata da (3.5) sia contenuta in [a,b]. Allora se tale successione converge,
il limite ¢ il punto fisso di g.

Dimostrazione.

@ =l s =l g(or) = ol 1) = o). 0
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Teorema 3.3.1.2 Sia a punto fisso di g e g € C([a—p,a+p|), per qualche
p > 0. Scelto xy tale che
7o —af < p

per la successione {xy}32, generata da (3.5) si ha che se |¢'(x)| < 1, per
lx — al < p, allora |z, — o < p, per ogni k, e la successione {xy} converge
a .

Dimostrazione. Sia
A= max |¢'(z)| <1.
lz—al<p
Proviamo per induzione che tutti gli elementi della successione {x} sono
contenuti nell’intervallo di centro o e ampiezza 2p. Per k = 0 si ha banal-
mente zy € [ — p,a + p|. Assumiamo che |z — a| < p e dimostriamolo per
kE+1.
k1 — ol = |g(ar) — g(a)] = 19'(&)l|ze — o

dove & — | < |z, — af < p. Pertanto
|z — ol < Aag — o] < |zp — af < p.

Proviamo ora che:

lim z, = a.
k—-+o00

Da |z — af < Mz — «f segue
|Tpgr — o] < N zg —al.
Conseguentemente qualunque sia xg si ha:

lim |2y —a| =0« lim zp=a. O
k—+o0 k—+o0
Definizione 3.3.1.2 Un metodo iterativo del tipo (3.5) si dice localmente
convergente ad una soluzione o del problema f(x) = 0 se esiste un intervallo
la,b] contenente « tale che, per ogni x¢ € |a,b], la successione generata da
(3.5) converge a o.

Una volta determinata una condizione sufficiente per la convergenza della
successione {z;} ad un punto fisso di g(x) si deve essere sicuri che tale punto
fisso ¢ unico. Infatti se, altre ad « esistesse anche 3 € [a, b] tale che 8 = g(f),
con a # [3, allora

oo = Bl = lg(e) = g(B)] = 9" (| = 3]
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con & € [a,b]. Poiche |¢'(§)| < 1 si ha:

la =B < ]a— 7]

e cio ¢ assurdo.

Come abbiamo gia visto nel caso del metodo delle bisezioni anche per metodi
di iterazione funzionale & necessario definire dei criteri di arresto per il calcolo
delle iterazioni. I criteri di arresto per un processo iterativo basato sullo
schema (3.5) sono i seguenti:

[Tpr — | < €

X — X
e ol o e £ 0
mm(|$k+1|> |»Tk|)

f(zx)] < e

dove ¢ & una prefissata tolleranza dipendente dalla precisione con cui si vuole
approssimare una soluzione.

Per confrontare differenti metodi iterativi che approssimano la stessa radice «
di f(z) = 0, si puo considerare la velocita con cui tali successioni convergono
verso «. Lo studio della velocita di convergenza passa attraverso il concetto
di ordine del metodo.

Definizione 3.3.1.3 Sia {x}2, una successione convergente ad o e tale
che x # «, per ogni k. Se esiste un numero reale p > 1 tale che

B 0<~y<1 sep=1
7‘%“ o] =y con (3.8)
v >0 sep>1

lim
k—+o00 |$k — a|p

allora si dice che la successione ha ordine di convergenza p. La costante vy
prende il nome di costante asintotica di convergenza.

In particolare se p =1 e 0 < 7 < 1 allora la convergenza si dice lineare, se
p=1e~v =1 allora la convergenza si dice sublineare, mentre se p > 1 allora
la convergenza si dice superlineare.

Osservazione. La relazione (3.8) implica che esiste una costante positiva (3
(B ~ ) tale che, per k sufficientemente grande:

|Th1 — o < Blag —aff (3.9)
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La (3.9) indica che la riduzione di errore assoluto ad ogni passo ¢ tanto
maggiore quanto piu alto € l'ordine di convergenza e, a parita di ordine,
quanto piu piccola e la costante asintotica di convergenza. I metodi aventi
convergenza lineare sono caratterizzati dal fatto che ¢'() # 0 mentre il
seguente teorema stabilisce una relazione tra la funzione g(z) e l'ordine di
convergenza di un metodo nel caso sia superlineare.

Teorema 3.3.1.3 (Enunciato). Sia o punto fisso di g € CP([a,b]), p >
2, intero. Scelto xo € [a,b] la successione {x} generata dal metodo (3.5)
converge a o con ordine p se e soltanto se

g/(a) _ g”(Oé) . g(p—l)(a) — 0’ g(p)(a) 7& 0. 0

Definizione 3.3.1.4 Un metodo iterativo convergente ad « si dice di ordine
p (di ordine almeno p) se tutte le successioni ottenute al variare del punto
maziale in un opportuno intorno di o convergono con ordine di convergenza

p (almeno p).

3.3.2 Metodo di Newton-Raphson

Nell’ipotesi che f sia derivabile ed ammetta derivata prima continua allora
un altro procedimento per I’approssimazione dello zero della funzione f(x) e
il metodo di Newton-Raphson, noto anche come metodo delle tangenti. Nella
Figura 3.1 e riportata l'interpretazione geometrica di tale metodo. A partire
dall’approssimazione xg si considera la retta tangente la funzione f passante
per il punto P, di coordinate (xg, f(zo)). Si calcola l'ascissa x; del punto di
intersezione tra tale retta tangente e ’asse delle x e si ripete il procedimento
a partire dal punto P; di coordinate (x1, f(x1)).

E facile vedere che il metodo definisce il seguente processo iterativo:

Tps1 = Tp — J{’((i)) k=0,1,2,... (3.10)

che equivale, scegliendo in (3.7) h(z) = f'(z), al metodo di iterazione fun-
zionale in cui la funzione g(x)

W
A=y

Per esaminare 1'ordine di convergenza del metodo in questione consideria-
mo prima il « & radice semplice dell’equazione f(x) = 0. Supponiamo che
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Fy

Figura 3.1: Metodo di Newton-Raphson

per ipotesi f'(z) # 0, per x € [a,b], dove [a,b] & un opportuno intervallo
contenente . Calcoliamo quindi la derivata prima di g(x):

@)
) = TFE

Poiche a & semplice risulta f'(a) # 0 e quindi:

o) = L)

[ ()]
esiste quindi un intorno di « nel quale |¢/(z)| < 1, per ogni z, e per il
teorema (3.3.1.2) comunque si sceglie un punto iniziale appartenente a tale
intorno il metodo di Newton-Raphson risulta convergente. Il metodo ha
ordine almeno 2 se la derivata prima ¢ diversa da zero in a. Per calcolare

esattamente 'ordine di convergenza bisogna calcolare ¢”(«). Infatti se la
funzione f € C®([a, b)) allora

o) = () f" () + [ () f ()] f1(x) = 21" () f(2) f" ()

e quindi
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cosicche se f”(a) # 0 il metodo ha ordine 2 altrimenti ha addirittura ordine
3.

Tuttavia se la radice a ha molteplicita » > 1 l'ordine di convergenza del
metodo non ¢ pit 2. Se z ¢ sufficientemente vicino ad a ¢ [¢'(z)] < 1 e
quindi per il teorema 3.3.1.2 il metodo e ancora convergente ma l’ordine di
convergenza e 1.

Osservazione. Quando la derivata prima della funzione f(x) si mantiene
all’incirca costante allora si puo porre

M = f'(z)
e applicare, al posto dello schema di Newton-Raphson, la formula

o7 (3.11)

Th41 = T —
La (3.11) definisce un metodo che viene detto metodo di Newton semplificato
oppure metodo della direzione costante in quanto geometricamente equivale
all’applicazione del metodo di Newton in cui anziche prendere la retta tan-

gente la curva f si considera la retta avente coefficiente angolare uguale a
M.



