Capitolo 4

La Trasformata di Fourier

4.1 Serie di Fourier

E ben noto che una buon numero di funzioni sia rappresentabile, in maniera
pit o meno complicata, in serie di potenze. Comunque questo non ¢ il solo
modo per sviluppare in serie funzioni di variabile reale. Un modo alterna-
tivo e I'espressione di una funzione come somma di seni e coseni. Tali serie
prendono il nome di serie di Fourier. Un punto di forza di tali sviluppi in
serie e che, a differenza delle serie di Taylor, essi esistono anche se le funzioni
presentano punti di discontinuita e non sono differenziabili in qualche punto
del dominio. Inoltre le funzioni trigonometriche sono facilmente differenzia-
bili ed integrabili. Puo meravigliare il fatto che una qualsiasi funzione possa
essere sviluppata, in un determinato intervallo, come somma di funzioni pari
e dispari, tuttavia consideriamo che se F'(z) puo essere scritta nel seguente
modo:

F(z) = 3 [F(x) + F(2)] = 5[F(x) + F(~x) + F(z) ~ F(~a)

Posto

P() = 5[F() + F(—2));  D(x) = 3[F(x) ~ F(—)
risulta F'(z) = P(x)+ D(z) con P(x) funzione pari e D(x) funzione dispari.
Per iniziare lo studio delle serie di Fourier introduciamo le ipotesi cui devono
soddisfare le funzioni di variabile reale per poter essere sviluppabili in serie.
Tali condizioni sono dette condizioni di Dirichlet e sono sufficienti per la
convergenza della serie di Fourier.

Si dice che la funzione F(x) soddisfacente le condizioni di Dirichlet se:
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1. F(x) ¢ definita nell'intervallo ¢ < z < ¢ + 21;

2. F(z) e F'(z) sono generalmente continue per ¢ < x < ¢ + 2;
3. F(x) ¢ periodica di periodo 2[, cioe F'(z + 2l) = F(z).

Spesso le condizioni di Dirichlet sono formulate in modo alternativo, ma
perfettamente equivalente, richiedendo che la funzione F'(x) sia periodica,
continua tranne che in un numero finito di punti, che abbia un numero finito
di punti di massimo e di minimo e che la funzione sia integrabile in un periodo.
Se la funzione F'(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo [c, ¢+ 2]
allora in ogni punto x di continuita di F' vale la seguente uguaglianza,

mrx)

F(x):%—i-Z(ancos@—l—bnsin— (4.1)
n=1

l

dove le costanti ag, a, € b, sono detti coefficienti di Fourier e sono uguali a

1 c+21
ap = —/ F(z)dz, (4.2)

l
1 c+21
n = 7 / F(x) cos @dw, n=12... (4.3)
¢ +21
1 C
b, = 7/ F(x)sin @dl«, n=1,2,... (4.4)

Se x invece e un ogni punto di discontinuita si ha

1 ag > nwx . nmx
§(F(x+0)+F(x—O))—§+;<anCOST+bnsmT) (4.5)

dove F(x +0) e F(x — 0) indicano rispettivamente i limiti destro e sinistro
nella discontinuita. Infatti il limite destro della funzione f(z) si indica spesso
con

li_r}réf(x+5):f(:c+0), e > 0.

Analogamente il limite sinistro di f(z) si indica con

lim f(x —¢) = f(z —0), e>0.

e—0
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Il fatto che e — 0 e € > 0 si indica talvolta per brevita con ¢ — 07. Quindi
ad esempio

lim f(zx+¢) = f(z+0), e lim f(z—¢)= f(x—0).

e—0t e—0t
La serie (4.1), o (4.5), con i coefficienti definiti da (4.2), (4.3) e (4.4), si
chiama serie di Fourier di F'(x). In molti casi risulta ¢ = 0 o, meglio ¢ = —I,

cosicche le formule dei coeflicienti della serie diventano
1/
ag = 7/ F(z)dz, (4.6)

1/
anzj/ F(x)cos#d:p, n=12... (4.7)
-l

!

nmx

b, = 7/ F(x) sianx. n=12... (4.8)
—1

Prima di dimostrare quanto appena affermato consideriamo ora alcuni risul-

tati preliminari.

Lemma 4.1.1 Se k € N* allora

l !
/ sin km—xd:p = / CoSs kﬂd:p = 0.
_ l 1 l

Dimostrazione. Poiche la funzione seno e dispari 'integrale tra —[ ed [ ¢
sicuramente nullo. Supponiamo ora k € N* e calcoliamo il secondo integrale

/lcoskﬁ—xdx —L li sinkﬁ—aj dr =
L l kr ), dx l N

Lemma 4.1.2 Risulta, per m,n € N*:

a)

! mmx nmnxr ! . mmx . NTXI
COS COS —dl' = S11 S11 —dl' =
. l l IR l

0 m#n

I m=n#0
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b)

L omrr nmT
sin cos —dz = 0.
1 l l

d)

! mmnx nmx
cos cos —dx = 21, m=n=0.

LT l

Dimostrazione. a) Richiamiamo le seguenti formule trigonometriche:

cos(a + f3) = cos acos f — sin asin 3
cos(a — [3) = cos accos 3 + sin arsin 3.
Sommando e sottraendo (4.9) a (4.10) seguono rispettivamente

cosacos S = % [cos(a — f3) + cos(a + 3)]

sinasinff = % [cos(a — ) — cos(a + )] .

Per m # n la a) puo essere riscritta

! mrx nmT
CoS cos —dx =
1 { l

1 l . l
:5[/ coswdﬁ/ coswdx}:o

—1 -l

per il lemma 4.1.1. Analogamente, sempre per m # n:

L' ommr . nmx
sin sin —dx =
1 { l

1
21/, l . l

[CE =y R0

119
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(4.10)
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Se m = n allora ricordiamo innanzitutto che
2 .9 2
cos2a¢ = cos“a —sin“a =2cos“a — 1

2 2

cos2a =cos?a —sina=1—2sin’«

quindi

l ! !

1 2

/ coS m;rx coS #dw = / cos? m;mdx = 5/ {1 + cos m;rx] de =1
-1 -1 -1

e analogamente

l ! i
1 2
/ sin mre sin @d:p = / sin? mﬁxd:p = —/ 1 —sin mrr der =1
_ { l 1 l 2 ) l

b) Dalle relazioni

sin(a + ) = sin accos [ + cos asin 3 (4.11)

sin(a — ) = sin acos f — cos asin 3. (4.12)
segue
1
sin v cos § = 3 [sin(a — B) + sin(a + 3)].
Allora per m #n

l l _
/ sin m;r:v cos #dw = % / [sin (m ln)mc + sin (m —|—ln)7r:v dz
1l —

e il risultato € una conseguenza del lemma 4.1.1. Se invece m =n

! . mmx mnx 1 [ . 2mrmx
sin cos dr = - sin =0.
1 l l 2/ l

La dimostrazione dei punti ¢) e d) segue direttamente dal calcolo diretto degli
integrali. [J

Teorema 4.1.1 Se la serie

A+Z <ancos# —i—bnsin#)
n=1

converge uniformemente a F(x) nell’intervallo (—1,1) allora, pern =1,2,...
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a)
1 [
a, = —/ F(z) cos md.7c;
lJ. l
B) l
1
b, = —/ F(x)sin @d:p;
- l
7)

Dimostrazione. «) Per ipotesi

= nmx . X
F(x) :A—i—; <an CoSs —— + b, sin T> (4.13)

mnz
l

Moltiplicando ambo i membri per cos e integrando tra —/ ed [ si ha:

l l +o00

/ oS mﬂxF(x)dx = / A+ g <an cos 2L 4 by, sin @) cos "7 4.

0 [ _ — l l l
(4.14)

Tenuto conto che, per il lemma 4.1.2,
1 ! 0 m#n
mrr NI . mmx . nwT
/ cos cos —dx = / sin sin —dx =
0 l l —z l l ] _
m=mn

1
/sinm;mcos#dxzo m,n=12,3,...
-1

la relazione (4.14) diventa

! !
/ cos m;mF(:c)dx = A/ cos m;rx dx+
-1 -l

00 l 1
—I—Z {an /z cos m;mc cos #dw + bn/ cos m;mc sin #dm} =
n=1 -

-l
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Quindi

1 [
am:—/ F(x)cosmwxdx m=1,2,3,...

1/ l

) Moltiplicando la relazione (4.14) per sin ™7*, integrando tra —[ e [ ed
applicando le relazioni gia viste abbiamo:

! !
/ sin mﬂxF(x)dx = A/ sin m;rx dx+

1 l 1
00 1 1
+; {an /z sin m;rx cos #dw + b, /l sin m;m: sin @dx} =
= bl m # 0.
Quindi

1 [
bmzj/ F(x)sinm;mdx m=1,2,3,...
—

v) Integriamo ora la relazione (4.13) tra —[ ed [, e tenendo conto del lemma
4.1.1 otteniamo

! 1
/ F(z)dx =2Al = A= 3 F(z)dx.
—1 —1

Ponendo m = 0 nel risultato «) si ha:
1 /!
aoz—/ F(z)dx; A=20
lJ_ 2

Osservazione. 1risultati ora ottenuti valgono anche se i limiti di integrazione
sono sostituiti da ¢ e ¢+ 2[. Osserviamo anche esplicitamente che 'ipotesi di
convergenza uniforme ¢ intervenuta nell’integrazione termine a termine della
serie.

4.1.1 Forma complessa della serie di Fourier

In forma complessa la serie di Fourier (4.1) e i suoi coefficienti possono essere
scritti cosi:
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dove, ponendo ¢ = —I[
L[ P ota
Cn = — x)e x.
"2y,
Infatti
400 -1 o0
Z e = Z ™ 4o + che‘”%ﬁ =
n=-—00 n=-—o00 n=1

[o¢] o
=cCo+ g c,ke_‘kT + E ckeLkT =
k=1 k=1
(o]
T
=co+ E [c_ke k4 cpet T } =

k k
_CO-I—Z{ C_k+ck) cos%x—FL(ck—c k)sm%x}.

Vediamo ora di esplicitare ’espressione dei coefficienti di tale ultima formula.
Innanzitutto osserviamo che

1 ! ap
=5 y (x)dx 5
Inoltre
1 : 1k ITE — 1k T
Ckton =g F(z) [e*T + e do =
—

1 [ k
:—/ F(x)cosﬂdx.
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Quindi risulta c_; + ¢x = ay.
I - e
ey —cp) = '3 F(x) [e %7 —e*7 ] dz =
-1
1 [ . knx
=ty y F(x) (—2L sin T) dr =
1/ k
= — / F(z)sin T .
L) [
Poiche risulta ¢(cy, — c_x) = b, le due diverse formulazioni della serie di

Fourier sono equivalenti.

4.2

Trasformata discreta di Fourier

Abbiamo visto che, se F'(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo

| — 1,1], allora in ogni punto di continuita di F(x):

+o0
F(z) = Z et T

n=—oo

dove

Posto

allora F'(z) si scrive

(4.15)

(4.16)

(4.17)

La (4.16) prende il nome di trasformata discreta di Fourier e spesso viene
indicata con f(n) = F{F}, mentre F(z) si chiama antitrasformata discreta

di Fourier.
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Se z non ¢ punto di continuita allora nella (4.15) F(z) va sostituito con

(F(z +0) + F(z — 0))/2.

4.2.1 Trasformate finite di Fourier

Riconsideriamo ora lo sviluppo di Fourier di F(z), —I < x < [, nella formu-
lazione (4.1) con i coefficienti dati in «), () e ) ovvero

F(z) = % +Z <ancos¢ —i—bnsin@)
n=1

dove
1 [
ag = 7/ F(x)dx,
i
1 /! nmwT
a, = —/ F(z) cos —dx,
lJ l
1 [t nmwx
b, = —/ F(z) sin —dx,
1] l
e facciamo I'ulteriore ipotesi F'(x) dispari. In questo caso F'(x) cos ** ¢ una
funzione dispari per ogni n € N mentre F'(z)sin “7* ¢ una funzione pari per

ogni n € N. Conseguentemente

an, =0 n=20,1,2...

mentre .
2
by, = — / F(z)sin BT . (4.18)
L Jo )
Pertanto -
nwx
F = bn, —_—
(x) ; sin 7

con b,, definiti da (4.18).
Definiamo ora

!
fs(n) = / F(z)sin @d:p, n=12... (4.19)
0
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allora 5

e percio si scrive

nmwx

F(z) = % > fu(n)sin — (4.20)

La (4.19) prende il nome di trasformata finita seno di Fourier di F(zx) per
0 < x < I e viene spesso indicata con Fs{F'}, mentre la (4.20) si chiama
antitrasformata finita seno di Fourier di fs(n).
Assumiamo ora che F'(r) sia pari. In questo caso la funzione F(z)sin *7* ¢
una funzione dispari in | — [, [ e la funzione F'(x) cos “7* ¢ pari in | — 1], e
pertanto b, = 0 per ogni n. Conseguentemente

a4~ nmx
F = — -
(x) 5 + ; @y COS —
con z
2
an = —/ F(x) cos MY g
L Jo l
Posto
! nwx
fe(n) = / F(z) cos de, n=12... (4.21)
0
risulta
2
Ap = jfc(n)

e di conseguenza

F(x) = %fC(O) + - Z fe(n) cos —. (4.22)

La (4.21) prende il nome di trasformata finita coseno di Fourier di F(x) per
0 < & < I, e viene indicata con F.{F'}, mentre F'(x) si dice antitrasformata
finita coseno di Fourier di f.(n) ed ¢ indicata normalmente con F~*{f.(n)}.
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Esempio 4.2.1 Determinare la serie di Fourier per la funzione

2z 0<z<3

0 3 <r<0

di periodo 6.

a — /3 Fla)de -

Wl
|
w

I I
a, == / F(x) cos D g = = / 27 08 o iy =
3 3 3/, 3

nmw 0
-2 3 . nmz|3

= — |3cosnm — — sin — =
nm | nm 3 lo
—6

= —— COSNT.
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Y
’ 2
7 7/
7 /7
s /’
/7
/7
i -2 2 ’
: | | /
7/
// 4 L
7 /7
7 7
s /’
7/ _2 ,
Figura 4.1:

Quindi in definitiva

3 > 6 6
F(z) =2 +; {W(cosnw— 1)005? — Ecosnwsinn—gx )

Esempio 4.2.2 Sviluppare la funzione F(x) =z, per 0 < z < 2:
a) in serie di Fourier di soli seni,
b) in serie di Fourier di soli coseni.

a) Per sviluppare F(x) in serie di soli seni € necessario che F(x) sia periodica
e dispari. Estendiamo quindi la definizione di F(z) a quella di funzione
dispari di periodo 4 (e quindi |l = 2, vedere figura 4.1).

Possiamo ora scrivere per F(x) lo sviluppo

dove
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ovvero
2
by, :/ xsin@dx:
0
2 2 d nwx
= —— r— (cos —) dx =
nm Jo dx 2
2 [ nmx |2 / 2 nrT ]
= —— |xcos——| — cos —dzx| =
nw 0 0 2
2 ( 2 1. nmx 2) 4 cosnm
= —— | 2cosnm — — [sm—} = —
nmw nmw 2 1o nmw
dunque
> 4 cosnm nmwx
F = — i =
() Z ( - ) sin —

——sin— 4+ —sin—— — —sin—— +

_ 4 1 T 1 . 2mx 1 . 3z
B T 2 o7 2 37 2

o n+1

4 (—1) . nmx
= — Z sin .
T n 2

b) Per sviluppare F(x) in serie di soli coseni é necessario che F(x) sia pe-
riodica e pari. Estendiamo quindi la sua definizione a quella di funzione pari
di periodo 4 (e quindi | = 2, vedere figura 4.2).

Allora

F(x) = %4—2&”008?
n=1

dove
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Y
2
\ s N s
\ , N ’
\\ ’ N //
/7 N\
\ , N ’
N/ —2 % N7
I I .
Figura 4.2:

In definitiva

= 4 nwT
Flz) =1+ ~ 1) cos 2T —
(x) + 2 (cosnm — 1) cos 5
8 — 1 (2k 4 1)z
=1—-— .
2 ;; Qk+12 " 2
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Figura 4.3:

Esempio 4.2.3 Sviluppare la funzione F(x) = sinz, 0 < x < 7, in serie
coseno di Fourier.

Poiché per ottenere uno sviluppo in serie di soli coseni F(x) deve essere
periodica pari effettuiamo un’estensione pari di F(x) di periodo 21 (vedere
Figura 4.3).

Risulta allora

conl =m. Quindi
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9
a, = - / F(x) cos BT g =
L Jo l

2 s
= — / sin x cos nxdx =
0

™

= % /Oﬂ (sin(z + nz) + sin(x — nx)) de =

1 {1—008(71—1—1)% Cos(n—l)w—l} _

T n—+1 n—1

2(1 + cosnm)

- 7 > 2.
m(n2—1) ' "=
Se n=1 allora
2 T 2 sin2z|"
a = — sinx cosxdr = — =0.
T Jo T 2 |,
In definitiva
2 2 1
Flz) =——— +2(:osn7r cosnr =
T m n2 —
2 4 COSQ:E+COS4IL‘+COS6?L’+
o ow|22—-1 42—-1 62—-1 |

Esempio 4.2.4 Determinare
a) la trasformata finita seno di Fourier
b) la trasformata finita coseno di Fourier

della funzione F(z) =2z, 0 < x < 4.
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)
FAF}Y = fu(n) = /0 F(w)sin "z =

4
:/ 2 sin - dy =
0 4
—cosnmx/4 —sinnmz/4\]*
S DY i DY et ialA) |
nr/4 n’m?/16 0
32
= —— COSNT;
nm

b) sen >0

: nwT
FAF} = fe(n) = /0 F(x) cos Td;p =

4
:/ 21 cos L2y =
0 4
sinnmwz /4 —cosnmz/4\1*
S Y (i IR N e |
nm /4 n’m2/16 0
cosnm — 1
=2

Sen =0 .
f.(0) = / 2xdzr = 16.
0

Le trasformate seno e coseno di Fourier possono essere applicate anche a
funzioni in due variabili U(z,t). in questo caso la trasformata di U(z,t) ¢ una
funzione che dipende dalla variabile ¢ e dal parametro n, numero naturale,
cosicche scriveremo

u(n,t) = F. (U(x,1)),

oppure

u(n,t) = Fs (U(x,t)).

Infatti una delle principali applicazioni delle trasformate di Fourier e la riso-
luzione di equazioni alle derivate parziali del secondo ordine. Nei successivi
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esercizi vedremo di determinare le trasformate seno e coseno di Fourier per
tali derivate.

Esempio 4.2.5 Determinare

a) la trasformata finita seno di Fourier di —;

Ox
b) la trasformata finita coseno di Fourier di Er
x

dove U(x,t) € una funzione definita per 0 <z <l et > 0.

a) Per definizione la trasformata finita seno é

ou YoU . nrx
) = i e =
fs(&c) i 5 S dT
. !
= [U(x,t) sin @] - nl/ U(z,t)cos O g =
I lo 1 ) [
=~ FAU)
Dunque
ou nm
() = T 1), 4.23
7 (50) =W (4.23)

b) la trasformata finita coseno di Fourier é

l
fc<a_U) — a_UCOS @dl‘ =
Ox 0

ovvero

Fc(g—g) - nTW}“S(U) —[U(0,¢) — U(1, ) cosnr] . (4.24)
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Esempio 4.2.6 Risolvere il problema precedente per —;

ot

ou YoU . nrx
) = | Zgin—"dr =
.7:5< 5 ) i sin ——dz

d l
== i U(x,t)sin# =

d
= ZF(U).

()~ Lr .
(5) = 57

Analogamente

ot ) dt
Da questi esempi si puo inoltre ricavare che

0*U d?
7% ) = o)

0*U d>
fs (W) = ﬁfs(U)

Esempio 4.2.7 Risolvere il problema dell’esempio 4.2.5 per la funzione

o
ox?’

. oU _

a) Sostituendo o ad U nelle formule (4.23) e (4.24) dell’esempio 4.2.5
st ha:
02U nm ou
f(%) - (%) -
n?m? nm nm
=—-———F,U)+ —U(0,t) — —U(l,t) cosnm.

[? l l

0*U nw ou
F. (@) - T]—“S (%> — [U(0,t) — Uy(l,t) cosnrm] =

n2m?

= —Z—Q}"C(U) — [U(0,t) — Uy(l,t) cosnm] .
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Nel seguente esercizio applicheremo le trasformate di Fourier ad un’equazione
alle derivate parziali. Osserviamo che la scelta sull’'uso della trasformata seno
o coseno dipende esclusivamente dalle condizioni al contorno note. Infatti se
conosciamo la funzione U(z,t) ai bordi del dominio, cioe per z =0 e z = [,
allora si deve applicare necessariamente la trasformata seno che dipende da
tali valori. Se, al contrario, si conosce il valore della derivata parziale U, (z,t)
per x = 0 e x = [ allora si deve utilizzare la trasformata coseno.

Esempio 4.2.8 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere [’equa-
zione

ou _ou
ot Ox2
U(0,t) =0
U(4,t) =0
U(z,0) =2z

con<z<4det>0.

Prendendo la trasformata finita seno di ambo i membri dell’equazione asseg-
nata (con l =4), abbiamo

oUu 0*U
7 (%) =7 (5)

Posto u(t,n) = Fs(U) e tenendo conto dell’esempio 4.2.6

ou d
Fs (§> = Eu(t, n).

Applicando ora l’esempio 4.2.7 abbiamo
0?U nm ou
f(a?) e (%)

F. (g—g) = E.7-"5(U(:10,15)) +U(0,t) — U(4,t) cosnm =

Per l'esempio 4.2.5

4
nm
= —u(t,n).
4 ( ? )
In definitiva si deve risolvere [’equazione
du n?m?
=— u(t,n)

dt 16
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ottenendo
2,2
u(t,n) =u(0,n)e ™™ t/16
dove 19
—32cosnm
0 = F,(22) = ——.
u(0,n) = Fi(20) = — o
Quindi

—32cosnm 2 2
u(t,n) — =P e t/16.
nmw

In definitiva

2 o~ —32CoSNT 2 . nwx
U(l';t) :ZZTe t/16SIHT:
n=1

Sin .
7 n 4
n=1

16
_ 16 (—cosmr) -nPrt/16 o T

Esempio 4.2.9 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno
ou 0*U
ot Ox2
con U(x,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali U(0,t) = U(6,t) = 0, per
t>0e
1 0<z<3
U(z,0) =
0 3<r<6.

Dobbiamo utilizzare la trasformata finita seno di Fourier con |l = 6, quindi
applicandola all’equazione alle derivate parziali otteniamo

oUu 02U
7 (%) =7 (5e)

Poniamo u(t,n) = Fs(U) e otteniamo la sequente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

du n2m?

dt 36

u(t,n)
che ammette come soluzione generale

u(n,t) = Ce "™ 1/3
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con C' costante da calcolare. Poiche
u(n,0) = F(U(z,0)) = Fs(U(z,0)) =C
dobbiamo calcolare la trasformata seno della condizione iniziale

e

Fs(U(x,0)) = /0 U(z,0) sin %dw =

3 nmx
= sin —dx =
0 6

6 nrx]3 6 nmw
= — |:—COS—] = — |:1—COS7].

nm 0 nm

La soluzione dell’equazione differenziale é quind:i

6
u(n,t) = a[l — cos %T]e_” /36

mentre la soluzione del problema iniziale cercata é

—_

ZOO 6

_ R 1 — COS ]e_n 7r2t/36 @

mr 6
n=1

w
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Esempio 4.2.10 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-

lema ai valori al contorno

o*U U

o da?
dove la funzione U(x,t) é soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U(0,t) =
U(l,t) =0, pert >0 e

U(z,0) =0, %—[t](x,O) =3z

con 0 <z <1.
Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con | = 1),

ottenedo 2U 2U
f(aT) - (a—)

Poniamo u(t,n) = Fs(U) e otteniamo che il primo membro é uguale a
0*U d?
mentre il secondo diventa
0*U
Fs (@) = —n’ru(n,t)

cosicche si deve risolvere ora la sequente equazione differenziale ordinaria
omogenea a coefficienti costanti

d2
d—tg = n*12u(t, n). (4.25)

Il polinomio caratteristico dell’equazione (4.25) é
N —n*r? =0

che ammette due radici reali distinte A = £nm, cosicché essa ammette come
soluzione generale una combinazione lineare di esponenziali:

u(n,t) = Ae"™ + Be "™

con A e B costanti da determinarsi utilizzando le altre condizioni iniziali
note. Infatti

Ux,00=0 = u(n,0)=Fs(U(x,0)) =Fs0)=0
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quindi
u(n,0)=A+B=0 = A=-B

e la soluzione puo essere scritta come
u(n,t) = Ae"™ — Ae "™,
Inoltre, poiche

ou ou

ot ot

Calcoliamo quindi la trasformata seno della funzione 3x:

1 1
Fs(3x) :/0 stin(nﬁx)d:czii/o xsin(nmx)dr =

3 3 [
= [~z cos(nmz)], + — /0 cos(nmx)dr =

3 3

nm n2m2

= cos(nm) = %(—1)

[sin(nrz)], =

n+1

Quindi
u'(n,t) = Anme™™ + Anme "™

u'(n,0)
2nm

uw'(n,0) =24AnTr = A=
cosicche
3
 2n2q2
In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) é
3

2n2m?

(1),

u(n,t) = (=) e e

mentre la soluzione cercata ¢

G 3 n nm —nm :
Uz, t) =2 Z 522 (=)™ e"™ + e "™ sin(nrx) =
n=1

= (_ 1)n+1 nmt —nmt] o;
=3 Z s [e"™ + e "™ sin(nmx).
n=1

T (@,0)=3z = u(n,0)=7F (—(x,O)) = F,(32).
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Esempio 4.2.11 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno

ou  o*U

ot Ox?
con U(z,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U,(0,t) = U,(6,t) = 0,
pert >0 eU(x,0)=2x, per 0 <z <6.
Dobbiamo utilizzare la trasformata finita coseno di Fourier con | = 6, quindi
applicandola all’equazione alle derivate parziali otteniamo

ou 0*U
#(5r) =7 (5)

Poniamo u(t,n) = F.(U) e otteniamo la sequente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

d 22 )
! u(t,n) + Uy (6,1) cos(nm) — U,(0,t) = _n376T

dt 36

u(t,n)
che ammette come soluzione generale
u(n,t) = Ce "' 1/36
con C' costanti da calcolare. Poiché
u(n,0) = Fe(U(z,0)) = Fo(U(x,0)) = C
dobbiamo calcolare la trasformata coseno della condizione iniziale

nmx

6
Fe(U(x,0)) = /Z:Ecos?dx:
0

6
:2/ xcos@dx:
0 6
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mentre se n = 0 la trasformata coseno di Fourier vale

6
/ 2xdxr = 36.
0

La soluzione dell’equazione differenziale é quind:i

72

55 lcos(nm) — 1)e—mm /36
n?m

u(n,t) =

mentre la soluzione del problema iniziale cercata e

Ulx,t) =6+

Wl =

=72 2.2 nmwx
—1le ™™ t/36 )
ngl 5 [cos(nm) — 1]e cos —

Esempio 4.2.12 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno

ou 0*U

ot Ox?
con U(z,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U,(0,t) = U,(2,t) = 0,
pert >0 e

o x 0<x<1

—(ZL‘, 0) =

ot 29—z l<z<2

Dobbiamo utilizzare la trasformata finita coseno di Fourier con | = 2, quindi

otteniamo o U
#(%) =7 ()

Poniamo u(t,n) = F.(U) e otteniamo la sequente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti
du n?m?

= =1 u(t,n)

che ammette come soluzione generale
2.2
u(n,t) = Ce ™ t/4

con C' costanti da calcolare. Poiche

n2m?

, 4 foU
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Calcoliamo quindi la trasformata coseno della Uy(z,0):

1 2
F. (%—[Z(;p,o)) = Axcos?d:p—l—/l@—x)cos%dx:

nmw 0o nmw
nmwxi? 2 2 . nnx
+— [(2 — ) sin —} — [ sin —dz+
nm 1 nm fy
2 . nr . 4 [ mrx] 1
= —sin — cos
nm 2 n2m2 2 lo
2 nmw 4 [ nm;}2
——sin — — cos =
nm 2 n2m? 2 11
4 7 nwx 1} 4 [ (n) nm:]
= Cos —1] — cos(nm) — cos — | =
n2w? L 2 n2m? m 2
B 4 7 nwx 1 ( )+ mm] B
= 52 _cos 5 cos(nm) -+ cos 5 | =
4 -
= _2 cos ? -1- cos(mr)] .
La costante C wvale
16
C= i [QCOS? —-1- cos(mr)} .

Invece se n =0 la trasformata coseno di Fourier vale

2 1 2
/ U(z,0)dx = / xdx + / (2—xz)dr =1
0 0 1

16
u(n,t) = o [2 cos ? —1- cos(mr)} et

quindi

mentre la soluzione cercata ¢

1 = 1
Uz, t) = 5 162 gy} [2 cos ? -1- cos(mr)] et gos 1T
=1
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Esempio 4.2.13 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno
o’U  0*U

o2 7 Ox?
con condizioni iniziali: U(0,t) =U(2,t) =0, pert >0 e

1
Ui(x,0) =0, U(z,0) = 2—03:(2 —x)
con 0 <x <2.
Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con | = 2),

ottenedo 21 o
s\ 5,5 | — 9 s\ 35 |-
() =7 (52)
Posto u(t,n) = Fs(U) si deve risolvere l'equazione differenziale del secondo
ordine
d*u In?m?
gz =~ g un)

il cui polinomio caratteristico e

On27?

=0
4

A+
che ammette due radici complesse coniugate X = +13nw/2, cosicché essa
ammette come soluzione generale

t t
u(n,t) = Asin snm snm

con A e B costanti da determinarsi. Poiché
1
u(n,0) = Fs(U(z,0)) = Fs (%x(Q — x))

quindi

mentre 5 - 5 -
u’(n,t):Aamrcos nr 5 in 2
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quindi poiché u'(n,0) = 0 deve essere A = 0. Calcoliamo quindi la trasfor-
mata seno della condizione iniziale U(x,0):

1 nmwT

Fs(U(x,0)) :/0 Q—Ox(Q—x)sianx:

1 [? nwT 1 [, . nmx

= — xrsin —dx — — x°sin —dzx.
10 J, 2 20 J, 2

Calcoliamo separatamente i due integrali:

2 . nmx 2 nmwx 2 2 2 nmwT
rsin —dxr = |——cos——| + — cos —dx =
0 2 2 |, 0 2

4 . onmwx]? 4
= ———cosnw + |:SlIl —] = —— COSNT.
nm n2m? 2 1o nm
1l secondo integrale é:
2, . nmx 2:2 nmx]® 4 [? nrx
zisin —dr = |———cos—| + — x cos —dx =
0 2 nmw 2 o Ny 2
8 . 8 [ mm} 2 8 2 nmwT
= —— COSNT rsin —| — sin — =
nm n2m? 2 lo n?m? ),
8 . 16 [ mrx] 2
= —— COSNT cos — | =
nm n3m3 2 lo
16
=53 [cosnm — 1] — —— cos .
La costante cercata vale pertanto
2 4 2
B =———cosnm — cosnm — 1 — =
bnm n37r3[ I+ Snm
4
=3 [1 — cosnml.
In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) é
4 3nmt

u(n,t) =

e [1 — cosnm] cos
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mentre la soluzione cercata e

3nmt . nw2

=~ 4
Uz, t) = Z o [1 — cosnm] cos 5

n=1

Sl ——.
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