Equazioni Iperboliche

Le equazioni iperboliche rappresentano probabilmente la classe che
descrive il piu ampio numero di fenomeni in diversi campi della fisica e
della fluidodinamica. Le equazioni di Eulero per fluidi comprimibili, le
equazioni di Einstein per la relativita generale sono esempi di equazioni
iperboliche, quasi tutte non lineari.

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Fur + f(z,t,u) =0
un'equazione € iperbolica se:

B°-—AC>0 = B=0, AC<O.



L’Equazione delle Onde

Il prototipo dell’equazione iperbolica € costituito dall’equazione delle

onde
0%u 50%u

— = monodimensionale
Ot ox

02w . .

oz = 22 multidimensionale

in cui VZ2u e |I'operatore laplaciano rispetto alla posizione. L'equazione
delle onde descrive a livello generale i diversi generi di onde (sonore,
elettromagnatiche, dei liquidi) e si incontra in diversi campi (acustica,
elettromagnetismo, fluidodinamica).



La costante c rappresenta |la velocita di propagazione dell’'onda. La
soluzione u(xz,t) misura l'intensita dell’onda in una particolare po-
sizione x al tempo ¢t.
L.’equazione delle onde ha una formulazione in termini di equazione
del primo ordine:

u  ou_

— 0, > 0.
ot '+ Yox ¢



Per verificare che effettivamente € un’equazione iperbolica deriviamola
rispetto a t:

02 02

—— 4 a =0,

ot? OtOx

rispetto a x:

92w 92w
-+ a5 = 0,
otox ox
e, sostituendo la derivata mista ricaviamo |'espressione dell’equazione

iperbolica del secondo ordine:

0%u _ 20%u _
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Il problema ai valori iniziali (Problema di Cauchy)

Si tratta di trovare una funzione u(xz,t), definita e continua per x € R
e t > 0, che soddisfi I'equazione delle onde per x € R et >0 e le
condizioni iniziali:

uw(xz,0) = f1(x) r € R

ut(z,0) = fo(x) z € R,



u(z,0) = f1(z) O ut(z,0) = fo(x) ;,;




Il problema ai valori iniziali e al contorno

Assegnata una costante L > O si deve trovare una funzione u(x,t),
definita e continua per 0O < z < L et > 0, che soddisfi I'equazione
delle onde per O<x < L et > 0 e le condizioni iniziali:

u(z,0) = f1(x) 0<z<L
ue(x,0) = fo(x) 0<z<L
w(0,t) = g1(t) t >0
u(L,t) = go(t) t > 0.



LRI IHK KKK KKK KKK KKK
QR RIRRIRRIRRIERIRIERAILIRAIRKAIKE
LRREERERREREEREERERIELRELERELRERERERRELRERILRLRKLRLRE P
QRIS
SRS

&
XS
038,

0305

ZRRLR

K
03059
SRS
&

9.

P

SRERRERRERRERKELRERRKELRLRRKRIRELRERKELRELRKRIRELRELRKLIRLIRES

- p

9.
0

}‘;

L

&
o,
05
S
SRR

KKK
SRR
SR]
SRR

9200
KKK
ZRKK
ZRKKL

SRILRLKS

—
KK
R
RS

’
X
%
%
&S

u(L,t) = g2(t)
X AKX KA AR AR AKX
RIS
SRIELRERKLRLRL
SRIRERELRKLRLRL
SRIERELRKLRLRL

QL

Q
Q

X/
o
&
5
o

u(z,0) = fi(z),u(x,0) = folx
X AKX AKAKAAARX AR AKAKAARAARNK) X/
KR REXXXXXXKXKKKKS
LRIERRERKLRELRKLR X
QRRRIRRIERIRARIRAKK
SRR

0
o
KR
ERR
ZRR

‘z
(6
Y
9,
0‘0

u(0,t) = g1(t)

A&MMMMMMMMMMMMMW&H&&&MW mmmmw
QRIS




Anche per le equazioni iperboliche le funzioni che definiscono le con-
dizioni iniziali devono soddisfare le condizioni di omogeneita agli angoli
del dominio:

f1(0) = ¢1(0), f1(L) =g2(0), f2(0) =g1(0), f2(L) = g5(0).

g1(t) g2(1)

@ @
@] fl(aj),fQ(CU) L



La formula di D’Alembert

LLa risoluzione per via analitica del problema di Cauchy & possibile
effettuando il seguente cambio di variabile:

E=x+t, Yv=x—1

e definendo la funzione

1 1
U(E ) = ulw(€ ).t 6 ¥) = u (SE+ ) SE - ).
Osserviamo innazitutto che
o°U

OEdY
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Infatti
oU  Oudx ot Ou 10u 10u

ot  OxdE  HEHt  20xr 20t
e, calcolando la derivata parziale seconda:

U _ 190 Oy 9
ocdYy 20y Ldx At
1[0z (8% 02 ot ( 92 02
= (st |+ S| =
2|0y \Ox Oz 0t oY \0tox Ot

1 [182%u 1 8%u 1 8%u 102w

2 2822 t 200 20500 2002

L'uguaglianza a zero deriva dall'ipotesi che la funzione u(x,t) soddisfa
I’equazione d’'onda e dall’'uguaglianza delle derivate parziali miste.
11




Poiche L{w — 0 possiamo considerare la derivata Z/{é: come funzione
della sola variabile £ quindi integrando rispetto a ¥ si ottiene:

Us = F1(8)

e, integrando nuovamente rispetto a &:

U, ) = [ Fi()dz+ Ga(w),

dove F71 e Go sono due funzioni arbitarie differenziabili. Posto

13
G1(¢) = /O F1(2)d>
risulta

U, p) = G1(8) + G2(¥).

12



Tornando alle variabili x e t si ha che |la soluzione deve essere:

uw(x,t) =G1(x+t) + Go(x —1).
Sostituendo le condizioni iniziali risulta:

u(z,0) = Gi(z) + Ga(x) = f1(x)

ut(z,0) = G(z) — G5(x) = fo(x).
e, differenziando la prima equazione:

G1(z) + Go(z) = f1(x)

Si ricava agevomente:

@) = [@ + @)

@) = [f@) - )],
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da cui, integrando rispetto a x, risulta:

Gr@) =3 [A@ + [ (e
Go@) =3[~ [ fa()dz]
Sostituendo tali formule nell’espressioni di u(x,t) si ottiene:
u(e,t) = :f1<x +0+ | o f2<z>dz] +o -0~ [T ] =
=S| ner0+na-0+ [ B

che prende il nome di Formula di D’Alembert.
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Intervallo e regione di dipendenza

Dalla formula di D'Alembert segue che la funzione u(z,t) & determi-
nata univocamente in base alla conoscenza delle funzioni f1 ed f-> tra
i punti (z—1¢,0) e (z+1¢,0). L'intervallo [z —t,T+ t] viene detto inter-
vallo di dipendenza del punto (z,t). La regione interna al triangolo di
vertici (z,t), (x —t,0) e (z+1¢t,0) ed evidenziata nella figura seguente
Ssi chiama Regione di dipendenza.
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Le rette congiungenti i punti (z,t) e (z —¢t,0), (z,t) e (x+¢,0) sono
dette rette caratteristiche dell’equazione d’'onda in (&, 1t).
Osserviamo che, nel caso in cui il problema sia ai valori al contorno,
la formula di D'Alembert pu0 essere usata per calcolare |la soluzione
solo nel triangolo di vertici (0,0), (L,0) e (L/2,L/2).

Nel caso di equazione del primo ordine le rette caratteristiche hanno
equazione:

r = xqg + at, xr = xg — at.

17
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Un metodo esplicito per I'equazione d’onda

Come al solito si costruisce la griglia suddividendo l'intervallo [0, L]
in sottointervalli di ampiezza h = L/(N + 1) e definendo gli istanti di
tempo multipli di un valore At:

z; = ih, i=0,1,2,... N4+1,

tn = nAt, n=20,1,2,...
Le derivate parziali seconde sono approssimate nel modo consueto:

Uit 1p — 2Ujpn T U_1p
h2

Ui 1 — 24+ Ujpn—1
(At)?

utt('ria tn) =
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Uit1n = 2Uin T Ui—1n  Uintl = 2Uin + Uin-1 _

0
h2 (At)2

(At)?
h2

. . 2 2 . . . .

Poniamo a = (At)“/h“ e ricaviamo u; ;41

Ui g1 — Ui+ Ui 1 = (Uig1n — 2Uip + Ui—1.n)

Ui 41 = 2Ujn — Uip—1+ @(Uig1p — 2U; 0 + Ui—1 )

Ui 1 = o1t 2(1—a)u; ptou 41 n—uin-1, i=1,...,N,n>1
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Il primo insieme di valori che € possibile calcolare € quindi u; >, per i
quali € pero necessario conoscere u; 1, poiche i valori u; o sono forniti
dalla conoscenza della condizione iniziale

u; 0 = u(x;, 0) = f1(z;).
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Il problema & ora quello di approssimare la soluzione nei punti (x;, At),
cioeé conoscere i valori:

ui,lf:u(azi,At), 1=1,...,N.
Per questo motivo si utilizza I'espansione in serie di Taylor:

(At)282u( 0)
X, .
2 92

Poiche la funzione u(x,t) soddisfa I'equazione d'onda, allora possiamo
sostituire us con ugg, € le condizioni iniziali per u(x,t) € ui(x,t):

(At)?
2

u(x;, At) ~ f1(x;) + Atfo(x;) + uzz (4, 0).
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L'ultimo termine della serie viene approssimato come al solito:

- u(xi—l—la O) - 2“’(337,7 O) + u(CBi_]_, O) _
~ 72 —

_ fi(zigr) — 2f1(x;) + f1(zi—1)
— >
cosicche si ottiene |la seguente approssimazione:

(At)2f1(90z+1) — 2f1(x;) + f1(xi— 1)
h2

U'QJQI(mia O)

u; 1~ f1(x;) + Atfo(x;) +
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Un metodo implicito per I'equazione d’onda

Per risolvere |I'equazione d’'onda si pu0O discretizzare in modo diverso

la derivata seconda di tipo spaziale:
1
Uz (Ti,tn) =~ 5 [Uxx(xiatn—l—l) + ua:a:(xiatn—l)]

Ui 1 — Ui T Ujpn—1
(At)?

upt (x4, tn) ~

Uit 141 — 2U; 41 T Ui—1 pt1
h2

Uz (T4, tn—l—l) =

Uidln—1 — 2Ujp—1 T Ui—1n-1
1) ~ ™
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Ui 141 — 2Ui g1 T U—1 1, Yitln—1 — 2Ujn—1 T Uji—1n—1
2h?2 2h?2
Sostituendo le approssimazioni nell’equazione alle derivate parziali si
ottiene:

_I_

_|_

U pt1 — Ui+ Ujp—1 1 [ui—l—l,n—l—l — 2Uj 1+ U1 1

(At)2 2 h2

_|_

Uit 1n—1 — 2Uip—1T Ui—1pn-1]| 0
h?2 e
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Dopo diversi passaggi si arriva alla formulazione finale:

R
At

h\ 2 h\2
—Uit1p—1— 4 (Kt) Ui p T 2 [1 + (Zt) ] Uj p—1-

Se l|la soluzione numerica € nota ai livelli t, e t,,_1 allora, utilizzan-
do le condizioni al contorno, la formulazione del metodo costituisce
un sistema lineare di N — 1 equazioni nelle N — 1 incognite wu; ,41,
1 = 1, N — 1. Tale sistema ha una struttura tridiagonale a predom-
inanza diagonale quindi ammette un’'unica soluzione. Per calcolare
la soluzione al livello t1 si puO utilizzare 10 stesso di approssimazione
visto per il metodo esplicito.

2
Uil pt1 — 2 [1 + ( ) ] Ui 1 T Uid 1l pt1 = —Ui—1n-17T
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(Ti—1,tn41) (i, tp+41) (Tit1,tn4+1)
O O O
(337;, tn)
O
@, O
(zi—1,tn—1) (z;,tn—1) (Tit1,tn—1)
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Condizione di Courant, Friedrichs e Lewy

L "approssimazione u; 5, dipende, comunemente, da approssimazioni al
livello precedente n — 1, in particolare da u; .1, 4j—1p-1 € Uj41 n—1-
A loro volta tali approssimazioni dipendono da altre al livello n — 2, in
particolare da u;4p o, CON kK = —2,...,2, cosi via. In questo modo
procedendo a ritroso € possibile definire una specie di dominio di
dipendenza discreto che contiene tutte le approssimazioni, dal livello
O al livello n, necessarie al calcolo di u; .

29
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Appare ovvio che tale dominio discreto debba avere necessariamente
un legame con quello continuo che abbiamo definito in precedenza.
Se il dominio continuo includesse quello discreto questo vorrebbe dire
che I'approssimazione u; ,41 € stata ottenuta considerando solo una
parte dei valori da cui dipende il valore teorico u(x;,t,41), Sicuramente
tale approssimazione numerica non puo essere un valore affidabile. Al
contrario se il dominio discreto contiene quello continuo significa che
la soluzione numerica ha utilizzato effettivamente tutti i dati necessari
(e anche altri).

31
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Dal punto di vista matematico si deve richiedere che tale situazione si
verifichi, imponendo opportune condizioni sui passi di discretizzazione
spaziale e temporale. Infatti € necessario richiedere che |la retta carat-
teristica passante per (azi,t,n_|_1) intersechi la retta di dipendenza del

metodo numerico.

34
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La condizione viene verificata se |la retta tratteggiata blu ha un co-
efficiente angolare inferiore rispetto a quello della retta caratteristica
(che in questo caso vale 1), ciogé se

At
— < 1.
p =

Tale relazione prende il nome di Condizione di Courant, Friedrichs e
Lewy.
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Il metodo di Lax-Wendroff

Un altro esempio di equazione iperbolica e |la seguente

ou ou

— — =0, 0. 1
c’?t—l_a(?a: @ (1)

Il metodo di Lax-Wendroff, esplicito, risolve numericamente |'equazione
partendo dall’espansione in serie di Taylor della funzione u(x;,tn +

At) rispetto alla variabile temporale e prendendo (x;,tn) come punto
iniziale:

At)2 0%
(i, tn + A1) = ug ) + A1 g 1) + T 1),
Sostituendo la derivata prima rispetto at:
(At)?

w(x;, tn + At) ~ u(x;, tn) — alDtug(x;, tn) +

upt (x5, tn)
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e, in base all’'uguaglianza

2

ust(x,t) = a“ugpx(x,t)

la derivata seconda rispetto a t si ottiene:

(a\t)?
2
e derivate spaziali vengono approssimate usando l|la solita formula
per uzr(x;,tn) € quella alle differenze centrali per la derivata prima.

(aAt)2
2h2

w(x;, tn + At) ~ u(x;, tn) — alDtug(x;, tn) + Upr (T, tn).

at

_E (ui—l—l,n — Qui,n + ui—l,n) .

(ui—l—l,n - u7;—1,n>-|-

Uin+1 — Uin
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Posto

al\t
o= —
h
si ottiene lo schema
2
(@7 (8
Uin+1 — Uin — 5 (ui—l—l,n - ui—l,n) + ? (ui—l—l,n - 2u7j,n + ui—l,n)

Qo (8%
=S+ Juiipn+ (1= 0?ujp — —(1 = 0uig1p
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